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BẢN TÓM TẮT 

 
Trong báo cáo này, chúng tôi xét phương trình sóng phi tuyến sau đây 

   
( , , , , ), (0,1), 0 , (1)tt xx x tu u f x t u u u x t T− = ∈ Ω = < <

0 0 1(0, ) (0, ) ( ), (1, ) ( ), (2)xu t h u t g t u t g t− = =  

0 1( , 0) ( ), ( , 0) ( ), (3)tu x u x u x u x= =  

  
trong đó 00 ≥h  là một hằng số trước và 1010

~,~,,, uuggf  là các hàm số cho trước. Trong báo cáo 
này, chúng tôi liên kết bài toán (1)-(3) một dãy qui nạp tuyến tính mà sự tồn tại và duy nhất nghiệm 
địa phương được chứng minh bằng phương pháp compact thông dụng. Trong trường hợp 

),(, 3
10 +∈ IRCgg ),]1,0([ 31 IRIRCf N ××∈ +

+  ),]1,0([ 3
1 IRIRCf N ××∈ +  chúng tôi thu được từ 

phương trình ),,,,,(),,,,( 1 txtxxxtt uuutxfuuutxfuu ε+=−  liên kết với (2), (3) một nghiệm yếu  
),( txuε  có một khai triển tiệm cận cấp 1+N  theo  ,ε   với ε  đủ nhỏ. 

 
ABSTRACT 

 
In this report we consider the following nonlinear wave equation 

   
( , , , , ), (0,1), 0 , (1)tt xx x tu u f x t u u u x t T− = ∈ Ω = < <

0 0 1(0, ) (0, ) ( ), (1, ) ( ), (2)xu t h u t g t u t g t− = =  

0 1( , 0) ( ), ( , 0) ( ), (3)tu x u x u x u x= =  

 
where 00 ≥h  is a given constant  and 1010

~,~,,, uuggf  are given functions. In this report we 
associate with problem (1)-(3) a linear recursive scheme for which the existence of a local and unique 
solution is proved by using standard compactness argument. In case of ),(, 3

10 +∈ IRCgg  

),]1,0([ 31 IRIRCf N ××∈ +
+  and ),]1,0([ 3

1 IRIRCf N ××∈ +  we obtain from the following equation 
),,,,,(),,,,( 1 txtxxxtt uuutxfuuutxfuu ε+=−  associated to (2), (3)  a weak solution ),( txuε  having 

an asymptotic expansion of order 1+N   in ,ε   for ε  sufficiently small. 



 

 
1. MÔÛ ÑAÀU 
 
Trong baùo caùo naøy, chuùng toâi xeùt phöông trình soùng phi tuyeán sau ñaây   

 
      ,0),1,0(),,,,,( Ttxuuutxfuu txxxtt <<=Ω∈=−           (1)  
lieân keát vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp khoâng thuaàn nhaát 
 
  ),(),1(),(),0(),0( 100 tgtutgtuhtux ==−                            (2)  
vaø ñieàu kieän ñaàu 
  ),(~)0,(),(~)0,( 10 xuxuxuxu t ==                            (3)  
 
trong ñoù 0h  laø haèng soá khoâng aâm cho tröôùc vaø 1010

~,~,,, uuggf  laø caùc haøm cho tröôùc. 
Phöông trình (1) vôùi caùc daïng khaùc nhau cuûa f   vaø caùc ñieàu kieän khaùc nhau ñaõ ñöôïc khaûo saùt bôûi 
nhieàu taùc giaû. Cuï theå laø moät soá tröôøng hôïp sau: 
Trong [4] Ficken vaø Fleishman ñaõ thieát laäp söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm toaøn cuïc vaø tính oån ñònh 
cuûa nghieäm naøy cho phöông trình 
 0,2 3

21 >+=−−− εεαα buuuuu txxtt beù.          (4)  
 
Trong [11] Rabinowitz ñaõ chöùng minh söï toàn taïi cuûa nghieäm tuaàn hoaøn cho phöông trình 
    

),,,,,(2 1 txtxxtt uuutxfuuu εα =+−            (5) 
trong ñoù ε  laø tham soá beù vaø f   tuaàn hoaøn theo thôøi gian. 
Trong [1] Caughey vaø Ellison ñaõ hôïp nhaát caùc tröôøng hôïp tröôùc ñoù ñeå baøn veà söï toàn taïi duy nhaát 
vaø oån ñònh tieäm caän cuûa caùc nghieäm coå ñieån cho moät lôùp caùc heä ñoäng löïc lieân tuïc phi tuyeán. Trong 
[2] Ñònh ñaõ chöùng minh söï toàn taïi vaø duy nhaát cuûa moät nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (1), (3) lieân keát 
vôùi ñieàu kieän bieân Dirichlet thuaàn nhaát 
   

,0),1(),0( == tutu            (6)  
vôùi soá haïng phi tuyeán trong (0.1) coù daïng 
  

).,( utff ε=           (7)  
Baèng söï toång quaùt cuûa [3] Ñònh vaø Long ñaõ xeùt baøi toaùn (1), (3), (6) vôùi soá haïng phi tuyeán coù daïng 
  

),,,( tuutff =                                 (8)  
Trong [5, 6] Ñònh vaø Long ñaõ nghieân cöùu baøi toaùn (1), (3) vôùi soá haïng phi tuyeán coù daïng 
 
 ).,( tuuff =             (9)  
 
Trong [5] caùc taùc giaû ñaõ xeùt baøi toaùn vôùi ñieàu kieän bieân hoãn hôïp khoâng thuaàn nhaát 
 
 ,0),1(),(),0(),0( =+= tutgtuhtux            (10) 
 



 

trong ñoù 0>h  laø haèng soá cho tröôùc; trong [6] vôùi ñieàu kieän bieân ñöôïc xeùt toång quaùt hôn 
   

.0),1(,),0()(),0()(),0(
0

=−−+= ∫
t

x tudssustktuhtgtu        (11)  

 
Trong [7] Long vaø Dieãm ñaõ xeùt baøi toaùn (1), (3) vôùi tröôøng hôïp  
  

,0),1(),1(),0(),0( 10 =+=− tuhtutuhtu xx          (12)  

trong ñoù 10 , hh  laø haèng soá khoâng aâm cho tröôùc vôùi .010 >+ hh   
Trong phaàn thöù nhaát chuùng toâi lieân keát vôùi phöông trình (0.1) moät daõy qui naïp tuyeán tính bò chaën 
trong moät khoâng gian haøm thích hôïp. Söï toàn taïi nghieäm cuûa (1), (2), (3), (12) ñöôïc chöùng minh 
baèng phöông phaùp Galerkin vaø compat yeáu. Chuù yù raèng phöông phaùp tuyeán tính hoùa trong caùc baøi 
baùo [3, 7] khoâng duøng ñöôïc trong caùc baøi baùo [5, 6]. Phaàn thöù hai chuùng toâi nghieân cöùu caùc khai 
trieån tieäm caän cuûa nghieäm theo moät tham soá nhieãu ε  cho baøi toaùn sau:  
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Neáu caùc haøm soá ),]1,0([),]1,0([ 3

1
31 IRIRCfIRIRCf NN ××∈××∈ ++

+  vaø moät soá ñieàu kieän 
phuï, thì nghieäm εu  cuûa baøi toaùn )( εP  coù moät khai trieån tieäm caän ñeán caáp 1+N  theo ,ε  vôùi ε  
ñuû nhoû. Caùc keát quaû treân ñaõ toång quaùt hoùa töông ñoái cuûa [2, 3, 7-10]. 
 
2. THUAÄT GIAÛI XAÁP XÆ TUYEÁN TÍNH 
Ta ñaët 

  },0)1(:)1,0({ 1 =∈= vHvV  ).0()0()()(),( 0

1

0

// vuhdxxvxuvua += ∫
       
Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau 
 )( 1H      ;00 ≥h  

 )( 2H      );(, 3
10 +∈ IRCgg  

 )( 3H      ;~,~
1

2
0 VuHVu ∈∩∈  

 )( 4H      )]1,0([ 31 IRIRCf ××∈ +  thoûa caùc ñieàu kieän sau 
   
   0),,,,1( =wvutf  vôùi moïi 0≥t  vaø .),,( 3IRwvu ∈  
 
Thay vì xeùt baøi toaùn (1)-(3), ta seõ xeùt ñöa noù veà moät baøi toaùn vôùi ñieàu kieän bieân thuaàn nhaát  

 



 

,0,10),,,,,(~ Ttxvvvtxfvv txxxtt <<<<=−        (13) 

,0),1(),0(),0( 0 ==− tvtvhtvx         (14) 

),(~)0,(),(~)0,( 10 xvxvxvxv t ==                             (15)  
trong ñoù,  aån haøm cuõ u  vaø aån haøm môùi v  lieân heä bôûi pheùp ñoåi aån 
  

),,(),(),( txtxutxv ϕ−=                             (16) 

 ),()()1(
1

1),( 1
)1(

0
0

0 tgetgx
h

tx xh −+−
+

=ϕ .0],1,0[ ≥∈ tx         (17) 

Soá haïng phi tuyeán vaø giaù trò ban ñaàu cuõ vaø môùi cuõng lieân heä bôûi 
 

,),,,,(),,,,(~
ttxxttxxtx vvvtxfvvvtxf ϕϕϕϕϕ −++++=        (18)

 
),0,()(~)(~),0,()(~)(~

1100 xxuxvxxuxv tϕϕ −=−=                          (19)  
cuøng vôùi ñieàu kieän nhaát quaùn 
 
 

).1(~)0,1()0(
),0(~)0(~)0,0()0,0()0(

01

00
/
000

uug
uhuuhug x

==
−=−=

                           (20)  

Ta cuõng coù  
              

),]1,0([~ 31 IRIRCf ××∈ + .~,~
1

2
0 VvHVv ∈∩∈

  
Vaäy vôùi pheùp ñoåi aån haøm (16), (17), baøi toaùn (1)-(3) vôùi ñieàu kieän bieân khoâng thuaàn nhaát töông 
ñöông vôùi baøi toaùn vôùi ñieàu kieän bieân thuaàn nhaát (13)-(15). 
Cho tröôùc ,0,0 >> TM  ta ñaët  
  

},~),,,,(:),,,,(~sup{)~,,(00 AwvutxwvutxffTMKK ∈==                            (21) 

 

},~),,,,(:),,,,)(~~~~sup{(

)~,,(
////

11

Awvutxwvutxffff

fTMKK

wvux ∈+++=

=
                 (22)  

 
trong ñoù }.,10,0:),,,,({~ 5 MwvuxTtIRwvutxA ≤++≤≤≤≤∈=      (23)  

Vôùi moïi 0>M  vaø ,0>T  ta ñaët   

},,,
),(),;,0(:);,0({),(

)();,0();,0(

22

22 Mvvv
QLvVTLvHVTLvTMW

TQLttVTLtHVTL

Tttt

≤

∈∈∩∈=

∞∞ ∩

∞∞

     (24)  

)},;,0(:),({),( 2
1 LTLvTMWvTMW tt

∞∈∈=                                     (25) 

trong ñoù ).,0()1,0( TQT ×=  Ta xeùt thuaät giaûi xaáp xæ tuyeán tính sau: 
Choïn soá haïng ban ñaàu: ).,(10 TMWv ∈  Giaû söû raèng:  



 

  
).,(11 TMWvm ∈−                                                     (26) 

 
Ta lieân keát baøi toaùn (13)-(15) vôùi toaùn bieán phaân tuyeán tính sau: 
Tìm ),(1 TMWvm ∈  thoûa baøi toaùn bieán phaân tuyeán tính sau:  
 
 

,),(),)((,)( VwwtFwtvawtv mmm ∈∀〉〈=+〉〈            (27) 

 ,~)0(,~)0( 10 vvvv mm ==               (28) 
 
trong ñoù 
 

)).(),(),(,,(~),( 111 tvtvtvtxftxF mmmm −−− ∇=              (29) 
Khi ñoù ta coù caùc keát quaû sau ñaây. 
 
Ñònh lyù 1. Giaû söû )()( 41 HH −  laø ñuùng. Khi ñoù, vôùi moïi ),,(10 TMWv ∈ toàn taïi caùc haèng soá döông 

TM , vaø moät daõy qui naïp tuyeán tính ),(}{ 1 TMWvm ⊂  xaùc ñònh bôûi (27)-(29). 

 
Ñònh lyù 2. Giaû thieát )()( 41 HH −  laø ñuùng. Khi ñoù, vôùi moïi ),,(10 TMWv ∈  toàn taïi caùc haèng soá 

döông TM ,  sao cho baøi toaùn  (13)-(15) coù duy nhaát moät nghieäm yeáu ).,(1 TMWv ∈  Maët khaùc, daõy 
qui naïp tuyeán tính }{ mv  ñöôïc xaùc ñònh bôûi (27)-(29) hoäi tuï maïnh veà nghieäm v   trong khoâng gian           
  

)}.;,0(:);,0({)( 2
1 LTLvVTLvTW ∞∞ ∈∈=  

 Hôn nöõa, ta cuõng coù ñaùnh giaù sai soá 
 m

TLTLmVTLm Ckvvvv ≤−+− ∞∞ );,0();,0( 2 ,  vôùi moïi ,m        (30)  

trong ñoù  
 
 ,18 1 <= TKkT                           (31)  
 
vaø C  laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo 10 ,, vvT  vaø  .Tk  

 
Chöùng minh.  Chöùng minh hai Ñònh lyù treân ñaây khaù daøi vaø töông töï nhö  trong [9].  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

3. KHAI TRIEÅN TIEÄM CAÄN CUÛA NGHIEÄM 
  
Trong phaàn naøy, ta xeùt baøi toaùn nhieãu sau ñaây, trong ñoù ε  laø moät tham soá beù, :1≤ε  
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Ta thaønh laäp caùc giaû thieát boå sung nhö sau:  
)( 5H     ),]1,0([),]1,0([ 3

1
31 IRIRCfIRIRCf NN ××∈××∈ ++

+  
thoûa caùc ñieàu kieän sau 
(i)    ,0),,,,1(543

543 =wvutfDDD ααα ,),,( 3
543 +∈ Zααα ,543 N≤++ ααα  

(ii)  ,0),,,,1(1543
543 =wvutfDDD ααα ,),,( 3

543 +∈ Zααα ,1543 −≤++ Nααα  

vôùi moïi 0≥t  vaø .),,( 3IRwvu ∈  
Giaû söû  ),(0 TMWu ∈  laø moät nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn )( 0P  töông öùng vôùi .0=ε   
Khi ñoù, ta coù ñònh lyù sau. 
 Ñònh lyù 3. Giaû söû )(),(),( 321 HHH  vaø )( 5H  laø ñuùng. Khi ñoù, toàn taïi caùc haèng soá ,0>M  0>T  

vaø caùc haøm ),,(,...,, 121 TMWuuu N ∈ sao cho, vôùi moïi ,ε  vôùi ,1≤ε  baøi toaùn )( εP coù duy nhaát 

moät nghieäm yeáu ),(1 TMWu ∈ε  thoûa moät ñaùnh giaù tieäm caän ñeán caáp 1+N nhö sau 
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VTL
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LTL

N

i
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i Cuuuu εεε εε          (32)  

 
trong ñoù TC  laø moät haèng soá phuï thuoäc vaøo  .,...,,,, 21 NuuuMT  
Chöùng minh. Ñònh lyù treân chöùng minh khaù daøi vaø phöùc taïp[9].  
 
Chuù thích 3.1. Trong [7] caùc taùc giaû ñaõ xeùt khai trieån tieäm caän ñeán caáp 2 cho baøi toaùn (1), (3) vôùi 
ñieàu kieän bieân hoãn hôïp thuaàn nhaát (12), töông öùng vôùi ñaùnh giaù nhö sau 
   
 

.2
);,0(10);,0(10 2 εεε εε TVTLLTL Cuuuuuu ≤−−+−− ∞∞                          (33)  
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