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ABSTRACT 
 

TThhee  ffiinniittee  eelleemmeenntt  mmeetthhoodd  ((FFEEMM))  iiss  uusseedd  wwiiddeellyy  iinn  aannaallyyssiiss  ooff  eellaassttoo--ppllaassttiicc  
bbeehhaavviioouurrss  ffoorr  ssttrruuccttuurreess..  TThhee  aannaallyyssiiss  oofftteenn  iinnvvoollvveess  aa  ttwwoo--ssttaaggee  pprroocceessss::  ffiirrsstt,,  tthhee  
iinntteerrnnaall  ffoorrccee  ffiieelldd  aaccttiinngg  oonn  tthhee  ssttrruuccttuurraall  mmaatteerriiaall  mmuusstt  bbee  ddeeffiinneedd,,  aanndd  sseeccoonndd,,  tthhee  
rreessppoonnssee  ooff  tthhee  mmaatteerriiaall  ttoo  tthhaatt  ffoorrccee  ffiieelldd  mmuusstt  bbee  ddeetteerrmmiinneedd..  IInn  ootthheerr  wwoorrddss,,  tthhee  
aannaallyyssiiss  ooff  bbeehhaavviioouurrss  ooff  ssttrruuccttuurraall  mmaatteerriiaall  iiss  eessttaabblliisshhmmeenntt  rreellaattiioonnsshhiippss  bbeettwweeeenn  
ssttrreesssseess  aanndd  ssttrraaiinnss  iinn  tthhee  ssttrruuccttuurree  iinn  tthhee  ppllaassttiicc  aass  wweellll  aass  eellaassttiicc  rraannggeess..  IItt  
ffuurrnniisshheess  mmoorree  rreeaalliissttiicc  eessttiimmaatteess  ooff  llooaadd--ccaarrrryyiinngg  ccaappaacciittiieess  ooff  ssttrruuccttuurreess  aanndd  
pprroovviiddeess  aa  bbeetttteerr  uunnddeerrssttaannddiinngg  ooff  tthhee  rreeaaccttiioonn  ooff  tthhee  ssttrruuccttuurraall  eelleemmeennttss  ttoo  tthhee  
ffoorrcceess  iinndduucceedd  iinn  tthhee  mmaatteerriiaall..  AAnn  uunnddeerrssttaannddiinngg  ooff  tthhee  rroollee  ooff  tthhee  rreelleevvaanntt  
mmeecchhaanniiccaall  vvaarriiaabblleess  tthhaatt  ddeeffiinnee  tthhee  cchhaarraacctteerriissttiicc  rreeaaccttiioonn  ooff  tthhee  mmaatteerriiaall  ttoo  tthhee  
aapppplliieedd  ffoorrccee  iiss  tthheerreeffoorree  eesssseennttiiaall  ttoo  tthhee  eennggiinneeeerr  ddeessiiggnniinngg  ssttrruuccttuurreess..  AA  ccoommpplleettee  
aaccccoouunntt  ooff  tthhee  tthheeoorryy  aanndd  aapppplliiccaattiioonn  ooff  ppllaassttiicciittyy  mmuusstt  ddeeaall  wwiitthh  ttwwoo  eeqquuaallllyy  
iimmppoorrttaanntt  aassppeeccttss::  ((11))  tthhee  ggeenneerraall  tteecchhnniiqquuee  uusseedd  iinn  tthhee  ddeevveellooppmmeenntt  ooff  ssttrreessss--ssttrraaiinn  
rreellaattiioonnsshhiippss  ffoorr  iinnvviisscciidd  eellaassttoo--ppllaassttiicc  mmaatteerriiaallss  wwiitthh  wwoorrkk  hhaarrddeenniinngg  aass  wweellll  aass  
ssttrraaiinn  ssoofftteenniinngg;;  aanndd  ((22))  tthhee  ggeenneerraall  nnuummeerriiccaall  ssoolluuttiioonn  pprroocceedduurree  ffoorr  ssoollvviinngg  aann  
eellaassttoo--ppllaassttiicc  ssttrruuccttuurraall  pprroobblleemm  uunnddeerr  tthhee  aaccttiioonn  ooff  llooaaddss  oorr  ddiissppllaacceemmeennttss,,  eeaacchh  ooff  
wwhhiicchh  vvaarriieess  iinn  aa  ssppeecciiffiieedd  mmaannnneerr..  

  
  
1.   INTRODUCTION 

  
It is generally regarded that the origin of 

plasticity, as a branch of mechanics of continua, 
dates back to a series of papers from 1864 to 
1872 by Tresca on the extrusion of metals, in 
which he proposed the first yield condition. The 
actual formulation of the theory was done in 
1870 by St. Venant, who introduced the basic 
constitutive relations for what today we would 
call rigid, perfectly plastic materials in plane 
stress. It remained for Levy later in 1870 to 
obtain the general equations in three 
dimensions. A generalization similar to the 
results of Levy was arrived at independently by 
von Mises in a landmark paper in 1913, 
accompanied by his well-known, pressure-

insensitive yield criterion (J2-theory, or 
octahedral shear stress yield condition). 

In 1924, Prandtl extended the St. Venant-
Levy-von Mises equations for the plane 
continuum problem to include the elastic  
 
 
component of strain, and Reuss in 1930 carried 
out their extension to three dimensions. The 
appropriate flow rule associated with the Tresca 
yield condition, which contains singular regimes 
(i.e., corners or discontinuities in derivatives 
with respect to stress), was discussed by Reuss 
in 1932 and 1933 [1]. 

In 1958, Prager further extended this general 
framework to include thermal effects (non-
isothermal plastic deformation), by allowing the 



 

yield surface to change its shape with 
temperature. 

A very significant concept of work 
hardening, termed the material stability 
postulate, was proposed by Drucker in 1951 and 
amplified in his further papers. With this 
concept, the plastic stress-strain relations 
together with many related fundamental aspects 
of the subject may be treated in a unified 
manner [1]. 
2.  FINITE ELEMENT ANALYSIS OF 
ELASTO-PLASTIC BOUNDARY 
 
22..11  FFiinniittee  eelleemmeenntt  ffoorrmmuullaattiioonn  ffoorr  

eelleemmeennttss  

RReevviieeww  oonn  tthhee  FFiinniittee  EElleemmeenntt  MMeetthhoodd::  
IIssooppaarraammeettrriicc  ffoorrmmuullaattiioonn  ffoorr  tthhrreeee  ddiiffffeerreenntt  
eelleemmeenntt  ttyyppeess..  

c.  8-node serendipity
quadrilateral elementquadrilateral element

b.  4-node isoparametric
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a.  3-node triangular element
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Fig. 1: 3-node triangular element and 4-node, 
8-node quadrilateral element  
  
TThhee  sshhaappee  ffuunnccttiioonnss  ooff  tthhee  eelleemmeenntt  ::  
++    33--nnooddee  ttrriiaanngguullaarr  eelleemmeenntt::  
            NN11  ==  11  --  ξξ  --  ηη;;    NN22  ==  ξξ;;    NN33  ==  ηη                            ((11))  
++    44--nnooddee  iissooppaarraammeettrriicc  qquuaaddrriillaatteerraall  
eelleemmeenntt::  
            NNii  ==  00..2255((11  ++  ξξξξii))((11  ++  ηηηηii))  ((22))  
++    88--nnooddee  sseerreennddiippiittyy  qquuaaddrriillaatteerraall  eelleemmeenntt::  
FFoorr  ccoorrnneerr  nnooddeess::  
    NNii  ==  00..2255((11  ++  ξξξξii))((11  ++  ηηηηii))((  ξξξξii  ++  ηηηηii  --11))    
((33))  
FFoorr  ccoorrnneerr  nnooddeess::  

NNii  ==  
ξ 2

2
i ((11  ++  ξξξξii))((11  --  ηη22))  ++

η2
i

2
((11  ++  ηηηηii  ))((11  --  ξξ22))      ((44))  

22..22  FFoorrmmuullaattiioonn  ooff  tthhee  eellaassttoo--ppllaassttiicc  
mmaattrriixx  

22..22..11  33--DD  eellaassttoo--ppllaassttiicc  ssttiiffffnneessss  
mmaattrriixx    

  
  TThhee  eeqquuaattiioonn  ooff  tthhee  iinnccrreemmeennttaall  ssttrreessss--
ssttrraaiinn  rreellaattiioonn  aass  ffoolllloowwss  [[11]]::  
            ddσσiijj  ==  ep

ijklC ddεεkkll  ==  (( ijklC ++ p
ijklC ))ddεεkkll  ((55))  

iinn  wwhhiicchh  tthhee  iinnccrreemmeennttaall  ssttrreessss  aanndd  ssttrraaiinn  
tteennssoorrss  ddσσiijj,,  ddεεiijj  aarree  ggeenneerraallllyy  eexxpprreesssseedd  iinn  
vveeccttoorr  ffoorrmmss::  
            {{ddσσ}}TT  ==  {{ddσσxx  ddσσyy  ddσσzz  ddττyyzz  ddττzzxx  ddττxxyy  }}  ((66))  
            {{ddεε}}TT    ==  {{ddεεxx  ddεεyy  ddεεzz  ddγγyyzz  ddγγzzxx  ddγγxxyy  }}  ((77))  
aanndd  ijklC   iiss  tthhee  tteennssoorr  ooff  eellaassttiicc  mmoodduulluuss  
eexxpprreesssseedd  iinn  mmaattrriixx  ffoorrmm::  

[[CC]]==
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((88))  

wwhheerree  GG  aanndd  KK  aarree  tthhee  sshheeaarr  aanndd  bbuullkk  
mmoodduullii,,  rreessppeeccttiivveellyy..  

            GG  ==  
2(1 )

E
ν+

  ((99))  

            KK  ==  
3(1 2 )

E
ν−

  

  ((EE  iiss  YYoouunngg''ss  mmoodduulluuss  aanndd  νν  PPooiissssoonn''ss  
rraattiioo))  

p
ijklC   iiss  tthhee  ppllaassttiicc  ssttiiffffnneessss  tteennssoorr..    

[[CCpp]]==-- 1
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((1100))  

iinn  wwhhiicchh  
21 36G

H h
=   ((1111))  

22..22..22  PPllaannee  ssttrraaiinn  ccaassee  



 

TThhee  ccoonnddiittiioonn  ooff  ppllaannee  ssttrraaiinn  iiss::    
            ddεεzz  ==  ddγγyyzz  ==  ddγγzzxx  ==  00  ((1122))  
TThhee  eellaassttoo--ppllaassttiicc  ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx  iiss  
eexxpprreesssseedd  iinn  tthhee  ffoorrmm::  
--

[[CCeepp]]==
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3
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((1133

))  

22..22..33  PPllaannee  ssttrreessss  ccaassee  

TThhee  ccoonnddiittiioonn  ooff  ppllaannee  ssttrreessss  iiss::  ddσσzz  ==  ddττyyzz  
==  ddττzzxx  ==  00;;  ddεεzz  iiss  nnoonnzzeerroo  

TThhee  eellaassttoo--ppllaassttiicc  ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx  iiss  
eexxpprreesssseedd  iinn  tthhee  ffoorrmm::  

[[CCeepp]]==

2
1

2

2
1 2 2

2 2

2
1 6 2 6 6

                                  sym.
1

   
1 1

                        
2(1 )

E s
s

E s s E s
s s

s s s s E s
s s s

ν

ν
ν ν

ν

 
 −

− 
 
 − − − −
 
 

− − − +  

  

((1144))  
wwhheerree  

        1 2 ( )
1

x y
Es s sν
ν

= +
−

,,      

2 2 ( )
1

x y
Es s sν
ν

= +
−

,,          6
2(1 )
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Es s
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+
  ((1155))  

aanndd  1 2 6
4 2
9

e x y xyps H s s s s s sσ= + + +   ((1166))  

22..22..44  AAxxiissyymmmmeettrriicc  ccaassee  
  

TThhee  nnoonnzzeerroo  ssttrreessss  ccoommppoonneennttss  iinn  tthhee  
aaxxiissyymmmmeettrriicc  ccaassee  aarree  σσrr,,  σσzz,,  σσθθ  aanndd  ττrrzz  aanndd  
ccoorrrreessppoonnddiinngg  ssttrraaiinnss  aarree  εεrr,,  εεzz,,  εεθθ  aanndd  γγrrzz..  
TThhee  mmaattrriixx  [[CCeepp]]  iiss  ggiivveenn  bbyy  

[[CCeepp]]==
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33..    EELLAASSTTOO--PPLLAASSTTIICC  TTIIMMOOSSHHEENNKKOO  
BBEEAAMM  AANNAALLYYSSIISS  

33..11  TTiimmoosshheennkkoo  bbeeaamm  tthheeoorryy    
  

TThhiiss  tthheeoorryy  aalllloowwss  ffoorr  ttrraannssvveerrssee  sshheeaarr  
ddeeffoorrmmaattiioonn  eeffffeeccttss  wwhhiillee  EEuulleerr--BBeerrnnoouullllii  
bbeeaamm  tthheeoorryy  ttaakkeess  nnoo  aaccccoouunntt  ooff  ttrraannssvveerrssee  
sshheeaarr  ddeeffoorrmmaattiioonn..    
SSttiiffffnneessss  mmaattrriicceess::  
TThhee  ggoovveerrnniinngg  eeqquuaattiioonn..  
            [[KKff  ++  KKss]]ϕϕ  --  ff  ==  00  ((1188))  
wwhheerree,,  tthhee  ssuubbmmaattrriicceess  ooff  KKff  aanndd  KKss  aanndd  
ssuubbvveeccttoorrss  ooff  ff  ffoorr  eelleemmeenntt  ee..  
EElleemmeenntt  ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx  bbyy  uussiinngg  aa  11--ppooiinntt  
GGaauussss--LLeeggeennddrree  rruullee::  
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sK   iiss  eevvaalluuaatteedd  eexxaaccttllyy  uussiinngg  aa  22--ppooiinntt  

GGaauussss--LLeeggeennddrree  rruullee::  
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( )e
sK   iiss  eevvaalluuaatteedd  eexxaaccttllyy  uussiinngg  aa  11--ppooiinntt  

GGaauussss--LLeeggeennddrree  rruullee::  
 
 
 
 
  

=         − 
 
 
  

( )

2 2
( )

( )

2 2

l l1          -1     
2 2

l l l l       -     
2 4 2 4

l l1   -     1    -
2 2
l l l       -     

2 4 2 4

e

e

e
s

GAK
l

l

  ((2211))  

33..22  EEllaassttoo--ppllaassttiicc  llaayyeerreedd  TTiimmoosshheennkkoo  
bbeeaammss  

33..22..11  FFoorrmmuullaattiioonnss  iinn  tthhee  llaayyeerr  
aapppprrooaacchh  



 

Bending moment M and shear force Q by 
using the mid-ordinate rule: 

      θ = − 
 

d
M EI

dx
and Q = G ε sA  (22) 

where = ∑ 2( )l l l l
l

EI E b z t ;  = ∑ l l l
l

GA G b t  (23) 

where  
bl is the layer breadth, 
tl  is the layer thickness 
zl is the z-coordinate at the middle of the layer 
El is Young’s modulus of the layer material 
Gl is the shear modulus of the layer material 
      If the stress at the middle surface of a layer 
reaches the uniaxial yield stress of the layer 
material, the whole layer is considered to be 

plastic and El is replaced by:
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wwhheerree  HH’’  iiss  tthhee  uunniiaaxxiiaall  ssttrraaiinn  hhaarrddeenniinngg  
ppaarraammeetteerr  

33..33  BBeeaamm  pprroobblleemm  

FFiinniittee  eelleemmeenntt  iiddeeaalliissaattiioonn::  
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FFiigg..  22::  FFiinniittee  eelleemmeenntt  iiddeeaalliissaattiioonn  ooff  
mmeesshheess  MM11,,  MM22,,  MM33,,  MM44,,  MM55  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

FFiigg..  33::  UUnniiffoorrmm  llooaadd  ––  ddiissppllaacceemmeenntt  
ccuurrvveess  ffoorr  mmeesshheess  MM11,,  MM22,,  MM33  aanndd  
OOwweenn’’ss  FFEE  
  
  

  FFiigg..  44::  UUnniiffoorrmm  llooaadd  ––  ddiissppllaacceemmeenntt  
ccuurrvveess  ffoorr  mmeesshheess  MM22,,  MM44  aanndd  MM55  
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FFiigg..  55::  DDiissttrriibbuuttiioonn  ooff  ppllaassttiicc  llaayyeerrss  ooff  
ssoommee  sseeccttiioonnss  aatt  eelleemmeennttss  wwiitthh  vvaarriioouuss  
uunniiffoorrmm  llooaadd  ooff  mmeesshh  MM22  
  

UUnniiffoorrmm  DDiissppllaacceemmeenntt  UU  ((mmmm))  EErrrroorr  ((%%)) 
llooaadd  qq  11--GGaauussss  ppooiinntt  22--GGaauussss  ppooiinntt  

((kkNN//mmmm))  ((aa))  ((bb))  aa--bb  
00..44229900  1100..7700115544990066  1100..6633447788666666  00..662233885577  

00..44332200  1122..3311220066332233  1122..1133669900661199  11..442222664466  

00..44332255  1122..8833661199991122  1122..5577440077889911  22..004422003399  

00..44336655  1199..4455111188778877  1188..3377669977998800  55..552222558833  

00..44337700  2200..4466777722665511  1199..3300116644555544  55..669977116699  

TTaabbllee11::  CCoommppaarriissoonn  ooff  ddiissppllaacceemmeenntt  aatt  mmiidd--
ppooiinntt  ooff  tthhee  bbeeaamm  wwiitthh  ffoorrmmuullaattiioonn  ooff  sshheeaarr  
ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx  [[KKss]]  ccoommppuutteedd  wwiitthh  11--GGaauussss  
ppooiinntt  aanndd  22--GGaauussss  ppooiinntt  rruullee  ooff  mmeesshh  MM22  ((  
ttoolleerraannccee  εεDD  ==  1100--33))  
  TThhee  TTiimmoosshheennkkoo  bbeeaamm  tthheeoorryy  hhaavvee  aa  
ddiiffffiiccuullttyy  bbyy  uussiinngg  tthhee  sshheeaarr  ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx  
[[KKss]]  bbeeccaauussee  iitt  mmaayy  lleeaadd  ttoo  ““lloocckkiinngg””  
pphheennoommeennaa  wwiitthh  22--ppooiinntt  GGaauussss--LLeeggeennddrree  
rruullee  ffoorrmmuullaattiioonn..  
  
44..    PPLLAANNEE  SSTTRRAAIINN  AANNDD  
AAXXIISSYYMMMMEETTRRIICC  PPRROOBBLLEEMMSS  IINN  
SSOOLLIIDD  MMEECCHHAANNIICCSS  AAPPPPLLIICCAATTIIOONNSS  

44..11  PPllaannee  ssttrraaiinn  pprroobblleemm  
  

Plane strain components: ε = [εx , εy , γxy] 
      εx

 , εy and γxy :the  strain components. 
The stress-strain relationships : σ = Dε 
      σ = [σx , σy , τxy]T   (24) 
The stress normal to the xy plane is nonzero 
            σσzz  ==  νν((σσxx  ++  σσyy))  ((2255))  

44..22  AAxxiissyymmmmeettrriicc  pprroobblleemm  
 

The nonzero strains : 
      ε = [εr , εθ , εz , γrz]T (26) 
For small displacement, the normal strains are 
given as: 

ε ∂
=

∂r
u
r

, θε =
u
r

, ε ∂
=

∂z
w
z

 and the shear strain 

isγ ∂ ∂
= +

∂ ∂rz
u w
z r

 

The stress-strain relationships are given as 
      σ = Dε (27) 
where the stresses σ = [σr , σθ , σz , τrz]T   
in which σr , σθ  and σz are the normal stress in 
the r, θ and z directions recpectively  
ττrrzz  iiss  tthhee  sshheeaarr  ssttrreessss  iinn  tthhee  rrzz  ppllaannee..  
  

44..55  TThhiicckk--wwaalllleedd  ccyylliinnddeerr  uunnddeerr  
iinntteerrnnaall  pprreessssuurree  pprroobblleemm  

  

Problem description: 

FFiigg..  66::  AA  tthhiicckk--wwaalllleedd  ccyylliinnddeerr  uunnddeerr  
iinntteerrnnaall  pprreessssuurree  
MMaatteerriiaall  pprrooppeerrttiieess::  

EEllaassttiicc  mmoodduulluuss::  EE  ==  22..11ee44  ddNN//mmmm22  
PPooiissssoonnss  rraattiioo  ::  νν  ==  00..33  
UUnniiaaxxiiaall  yyiieelldd  ssttrreessss::  σσyy  ==  2244..00  

ddNN//mmmm22  
SSttrraaiinn  hhaarrddeenniinngg  ppaarraammeetteerr  ::  HH’’  ==  

00..00  
GGeeoommeettrryy  pprrooppoorrttiioonnss::  
  IInntteerrnnaall  rraaddiiuuss::  aa  ==  110000  mmmm  
  EExxtteerrnnaall  rraaddiiuuss::  bb  ==  220000  mmmm  
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FFiigg..  77::  FFiinniittee  eelleemmeenntt  iiddeeaalliissaattiioonn  ooff  
aaxxiissyymmmmeettrriicc  pprroobblleemm,,  mmeesshh  AAMM11  
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FFiigg..  88::  FFiinniittee  eelleemmeenntt  iiddeeaalliissaattiioonn  ooff  
aaxxiissyymmmmeettrriicc  pprroobblleemm,,  mmeesshh  AAMM22  
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FFiigg..  99::  FFiinniittee  eelleemmeenntt  iiddeeaalliissaattiioonn  ooff  ppllaannee  
ssttrraaiinn  pprroobblleemm,,  mmeesshh  PPMM11  
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Owen's FE, book [2], page 262

  
FFiigg..  1100::  RRaaddiiaall  ddiissppllaacceemmeenntt  UUaa((mmmm))  ooff  iinnnneerr  
ffaaccee  ooff  MMeesshh  AAMM11,,  PPMM11  aanndd  OOwweenn’’ss  FFEE  
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FFiigg..  1111::  CCoommppaarriissoonn  ooff  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  
cciirrccuummffeerreennttiiaall  ssttrreessss  σσθθ    wwiitthh  iinntteerrnnaall  
pprreessssuurree  vvaarriiaabblleess  pp==88  aanndd  1122  ((ddNN//mmmm22))  
ooff  mmeesshh  AAMM22,,  PPMM11  aanndd  OOwweenn’’ss  FFEE  
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FFiigg..  1122::  CCoommppaarriissoonn  ooff  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  
cciirrccuummffeerreennttiiaall  ssttrreessss  σσθθ  wwiitthh  iinntteerrnnaall  
pprreessssuurree  vvaarriiaabblleess  pp==1144  aanndd  1188  ((ddNN//mmmm22))  
ooff  mmeesshh  AAMM22,,  PPMM11  aanndd  OOwweenn’’ss  FFEE  
  
CCOONNCCLLUUSSIIOONNSS  
  
  FFoorr  tthhee  TTiimmoosshheennkkoo  bbeeaamm  pprroobblleemm,,  tthhee  
aannaallyyssiiss  ooff  eellaassttoo--ppllaassttiicc  bbeehhaavviioouurr  ooff  tthhee  
bbeeaamm  ccoonnssiiddeerreedd  ddeevveellooppmmeenntt  ooff  ppllaassttiicc  
zzoonnee  iinn  bbeeaamm  sseeccttiioonnss  tthhrroouugghh  ddeetteerrmmiinniinngg  
ppllaassttiicc  llaayyeerrss..  HHoowweevveerr,,  tthhee  TTiimmoosshheennkkoo  
bbeeaamm  tthheeoorryy  hhaavvee  aa  ddiiffffiiccuullttyy  bbyy  uussiinngg  tthhee  
sshheeaarr  ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx  [[KKss]]  bbeeccaauussee  iitt  mmaayy  
lleeaadd  ttoo  ““lloocckkiinngg””  pphheennoommeennaa  wwiitthh  22--ppooiinntt  
GGaauussss--LLeeggeennddrree  rruullee  ffoorrmmuullaattiioonn..  TThhiiss  
pphheennoommeennaa  ccaann  bbee  ccuurreedd  bbyy  uussiinngg  11--ppooiinntt  



 

GGaauussss--LLeeggeennddrree  rruullee  ffoorrmmuullaattiioonn  ffoorr  tthhee  
sshheeaarr  ssttiiffffnneessss  mmaattrriixx..  TThhee  oobbttaaiinneedd  
ssoolluuttiioonnss  aarree  sseennssiittiivvee  wwiitthh  mmeesshheess..  TThhee  
mmoorree  nnuummbbeerr  ooff  llaayyeerrss  tthhee  mmoorree  ssttiiffffnneessss  ooff  
tthhee  bbeeaamm..  UUnnffoorrttuunnaatteellyy  tthhee  ssoolluuttiioonnss  
oobbttaaiinneedd  bbyy  tthhiiss  aapppprrooaacchh  wwaass  nnoott  cchheecckkeedd  
bbyy  eexxppeerriimmeennttaall  rreessuullttss..  
 For the considered 2-D problem, the results 
obtained from the present FE of several meshes, 
even for coarse mesh, is close. However the 
obtained results of meshes of the axisymmetric 
problem model is different with the results 
obtained by the plane strain problem model. The 
variation stress was rather smooth without 
concentration of stress. 
 The modelisation of axisymmetric problem 
with each element having differential stiffness 
matrix is especially adaptive for analyzing some 
thick-walled pipes structures made by composite 
material. Elements containing differential 
material properties have differential stiffness, 
that means they have differential stiffness 
matrix. 
 Application of the models can be used to 
analyse elasto-plastic behaviour for some thick-
walled pipes made by composite materials 
(especially reinforced concrete pipes) and 
“sandwich” materials. 
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