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],,[ bax =Ω∈∀  ,,...,1 ni =  trong đó ε  là  một tham số  bé, ijkijk ba ,  là các hằng số thực cho trước, 

,: IRgi →Ω  ,:, Ω→Ωijkijk SX  và IRIR →×ΩΦ :  là các hàm số liên tục cho trước, 

IRfi →Ω:  là các ẩn hàm. Bằng cách dùng định lý điểm bất động Banach, chúng tôi chứng minh hệ 

(1) có nghiệm duy nhất. Nếu );( 22 IRIRC ×Ω∈Φ  và 1max
1 1 1
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b  chúng tôi thu được một 

thuật giải lặp cấp hai cho hệ (1). Hơn nữa, chúng tôi cũng thu được một số kết quả liên quan sự tồn tại 
−1C  nghiệm của hệ (1). 

 
ABSTRACT 

 
 We consider the following system of nonlinear functional equations 
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],,[ bax =Ω∈∀  ,,...,1 ni =  where ε  is a small parameter, ijkijk ba ,  are the given real constants; 

,: IRgi →Ω ,:, Ω→Ωijkijk SX  và IRIR →×ΩΦ :  are the given continuous functions and 

IRfi →Ω:  are unknown functions. By using the Banach fixed point theorem, we prove the system 

(1) has a unique solution. If );( 22 IRIRC ×Ω∈Φ  and 1max
1 1 1

<∑∑
= =

≤≤

n

i

m

k
ijknj

b  we obtain the quadratic 

convergence of the system (1). Moreover, we also obtain some results concerning the existence of 
−1C solutions of a system (1). 

 
 



 

1. Môû ñaàu 
Trong baøi naày, chuùng toâi nghieân cöùu heä phöông trình haøm sau 
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],,[ bax =Ω∈∀  ,,...,1 ni =  ijkijk ba ,  laø caùc haèng soá thöïc cho tröôùc; ,: Rgi →Ω  

,:, Ω→Ωijkijk SX  vaø IRIR →×ΩΦ :  laø caùc haøm soá lieân tuïc cho tröôùc thoaû moät soá ñieàu kieän 

naøo ñoù maø ta seõ ñaët sau. Caùc haøm IRfi →Ω:  laø caùc aån haøm, ε  laø  moät tham soá beù. 
 Trong [2-4] caùc taùc giaû ñaõ xeùt söï toàn taïi vaø duy 
nhaát nghieäm cuûa phöông trình haøm 
(2)  ( )))((,)( xSfxaxf = , 
trong khoâng gian haøm ].,[ baBC Trong [5], caùc taùc giaû Long, Nghóa, Ruy, Khoâi ñaõ nghieân cöùu moät 
tröôøng hôïp rieâng cuûa (1)  vôùi .0≡Φ  Trong [13], caùc taùc giaû Wu, Xuan, Zhu ñaõ nghieân cöùu heä (1) 
sau ñaây öùng vôùi ],,[ bb−=Ω  ,2== nm  0≡Φ  vaø ijkS  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát. 
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vôùi moïi ],,[ bbx −=Ω∈  trong ñoù, caùc haèng soá bcba ijijij ,,,  cho tröôùc thoûa caùc ñieàu kieän 
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caùc haøm soá 21, gg  lieân tuïc cho tröôùc vaø 21, ff  laø caùc aån haøm. Nghieäm cuûa heä (2) luùc naøy cuõng 
ñöôïc xaáp xæ bôûi moät daõy qui naïp hoäi tuï ñeàu vaø oån ñònh ñoái vôùi caùc ig . 
 
Trong [7], Long, Danh, Khoâi ñaõ nghieân cöùu heä phöông trình tích phaân tuyeán tính 
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,2,1=i  ,Rx ⊂Ω∈ trong ñoù Ω  laø moät khoaûng ñoùng bò chaän hoaëc khoaûng khoâng bò chaän cuûa R . 
Caùc haøm Ω→Ω→Ω :,,: ijiji XSIRg  laø caùc haøm soá lieân tuïc cho tröôùc, Ra ijij ∈α,  laø caùc 

haèng soá, vaø 21, ff  laø caùc aån haøm. 
 
Trong [1], Danh, Dung, Long ñaõ khaûo saùt heä (1) töông öùng vôùi ,),( zzx =Φ  )(),( xXxS ijkijk  laø caùc 

nhò thöùc baäc nhaát, maø cuï theå coù daïng nhö sau 
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,,...,2,1 ni = ].,[ bbx −=Ω∈  Caùc taùc giaû trong [1, 9] ñaõ xaáp xæ nghieäm ),...,( 1 nfff =  cuûa heä (5) 

baèng moät daõy caùc ña thöùc hoäi tuï ñeàu, trong ñoù IRgi →Ω:  laø caùc haøm lieân tuïc cho tröôùc, 

IRcba ijkijkijkijkijkijk ∈γβα ,,,,,  laø caùc haèng soá thöïc cho tröôùc thoûa caùc ñieàu kieän 

(7)              ,1<ijkb  ,1<ijkβ  
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Vôùi ,0≡Φ  trong [11] cuõng tieán haønh giaûi soá heä (1). Cuõng trong tröôøng hôïp 0≡Φ  vaø ijkS  laø caùc 

nhò thöùc baäc nhaát, );( nr IRCg Ω∈  vaø ],[ bb−=Ω  caùc taùc giaû trong [5] ñaõ thu ñöôïc moät khai trieån 
Maclaurin cuûa nghieäm cuûa heä (1) cho ñeán caáp .r  Hôn nöõa, neáu ig  laø caùc ña thöùc baäc ,r  thì 

nghieäm cuûa heä (1) cuõng laø ña thöùc baäc .r  Keá ñoù,  neáu ig  laø caùc haøm lieân tuïc, nghieäm f cuûa (1) 
ñöôïc xaáp xæ bôûi moät daõy caùc ña thöùc hoäi tuï ñeàu. Sau ñoù, caùc keát quaû treân ñaây ñaõ ñöôïc nôùi roäng bôûi 
Long, Nghóa[6] vaø Nghóa [12]  cho mieàn pIR⊂Ω  nhieàu chieàu vaø ijkS  laø caùc haøm affine. Hôn 

nöõa, trong [10] cuõng cho moät ñieàu kieän ñuû veà hoäi tuï caáp hai cuûa heä phöông trình haøm.  
 Trong [10], Long ñaõ nghieân cöùu heä phöông trình haøm phi tuyeán 
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,,...,2,1 ni = ,Ω∈x  trong ñoù Ω  laø moät khoaûng ñoùng bò chaän hoaëc khoaûng khoâng bò chaän cuûa .IR  
Caùc haøm Ω→Ω→Ω :,,: ijkijki RSIRg  vaø IRIR →Ψ :   laø caùc haøm soá lieân tuïc cho tröôùc; 

ijkijk ba ,  laø caùc haèng soá, vaø ),...,( 1 nfff =  laø caùc aån haøm. Moät soá keát quaû lieân quan ñeán khai trieån 

tieäm caän cuûa nghieäm cho heä (9) theo moät tham soá beù ε   cuõng ñöôïc xem xeùt vôùi 2)( yy =Ψ  [8] vaø 

toång quaùt vôùi )(1 IRC∈Ψ [10]. Moät soá keát quaû lieân quan ñeán khai trieån tieäm caän cuûa nghieäm cho 
heä (9) theo moät tham soá beù ε   cuõng ñöôïc xem xeùt trong baøi baùo cuûa Long, Dieãm [8] vaø Long [10]. 
 
Trong baøi naày, baèng ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, chuùng toâi chöùng minh heä (1)  toàn taïi vaø duy 
nhaát nghieäm maø nghieäm naày cuõng oån ñònh ñoái vôùi caùc haøm ,ig  trong ñoù, ],[ ba=Ω  hoaëc Ω  laø 
moät khoaûng khoâng bò chaän cuûa .IR  Tieáp theo, chuùng toâi nghieân cöùu moät ñieàu kieän ñuû ñeå thu ñöôïc 
thuaät giaûi hoäi tuï caáp hai cho heä (1). Sau ñoù, neáu );(, 1 IRCXS ijkijk Ω∈  vaø );(1 nIRCg Ω∈  chuùng 

toâi chöùng minh raèng nghieäm cuûa heä (1) cuõng thuoäc ).;(1 nRC Ω  Tröôøng hôïp ,),( zzx =Φ  vaø 
)(),( xXxS ijkijk  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát vaø neáu ig  laø caùc haøm lieân tuïc, nghieäm f  cuûa (1) ñöôïc 

xaáp xæ bôûi moät daõy caùc ña thöùc hoäi tuï ñeàu. Caùc keát quaû thu ñöôïc treân ñaây laø moät söï toång quaùt hoaù 
töông ñoái cuûa caùc keát quaû trong [1-13]. 
2. Ñònh lyù toàn taïi,ø duy nhaát vaø oån ñònh nghieäm  
Ta kyù hieäu ],[ ba=Ω   vaø );( nRCX Ω=  laø khoâng gian Banach cuûa caùc haøm soá 

),...,( 1 nfff = nR→Ω:  lieân tuïc treân  Ω   ñoái vôùi chuaån 
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Maët khaùc, );( nm RC Ω  cuõng laø khoâng gian Banach ñoái vôùi chuaån 
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Ta vieát heä (1) theo daïng cuûa moät phöông trình toaùn töû trong );( nRCX Ω≡  
 
(12) gBfAff ++= ε                                                                                
trong ñoù  ),,...,( 1 nfff =  ),)(,...,)(( 1 nAfAfAf =  ),)(,...,)(( 1 nBfBfBf =  
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           Ñaàu tieân, neáu ,1][ <ijkb  ta coù BI − XX →: laø  toaùn töû tuyeán tính, khaû ñaûo vaø 

.
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(15)  .)()( 1 TfgAfBIf ≡+−= − ε                                                         

Vôùi moãi ,0>M  ta ñaët  }.:{ MfXfK
XM ≤∈=  Khi ñoù, ta coù. 

Ñònh lyù 1. Giaû söû  )( 1H - )( 5H  ñuùng. Khi ñoù, vôùi moãi ε , vôùi  0εε ≤ , heä (15) coù moät nghieäm duy 

nhaát .MKf ∈  Hôn nöõa nghieäm cuûa heä (15) cuõng oån ñònh ñoái vôùi g  trong .MK  
Chöùng minh. Chöùng minh coù theå tìm thaáy trong[1]  



 

Chuù thích 1. Nhôø ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, nghieäm cuûa heä (15) ñöôïc xaáp xæ bôûi thuaät giaûi  
 
(16) ),()( )1(1)1()( gAfBITff +−≡= −−− ννν ε   vôùi MKf ∈)0(   cho tröôùc. 
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Chuù thích 2. Tröôøng hôïp ,),( zzx =Φ  vaø  )(),( xXxS ijkijk  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát 

 
(18)  ijkijkijkijkijkijk xxXxxS γβδα +=+= )(,)(  

vaøø ].,[ bb−=Ω  Giaû söû raèng caùc soá thöïc ijkijkijkijk δγβα ,,,  thoûa caùc ñieàu kieän sau 
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Khi ñoù ta coù  
Ñònh lyù 2. Giaû söû raèng ],[ bb−=Ω  vaø caùc soá thöïc ijkijkijkijkijkijk cb δγβα ,,,,,  thoûa ),( /

1H  )( 3H  vaø 

)(),( xXxS ijkijk  coù daïng (18). Khi ñoù, vôùi moãi ,Xg ∈  toàn taïi duy nhaát moät haøm 

Xfff n ∈= ),...,( 1  laø nghieäm cuûa heä  
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,,...,2,1 ni = ].,[ bbx −=Ω∈  Hôn nöõa, nghieäm naày cuõng oån ñònh ñoái vôùi g  trong .X  
Chuù thích 3. Keát quaû [13] laø moät tröôøng hôïp rieâng cuûa ñònh lyù 2 vôùi ],,[ bb−=Ω  ,2== nm  

.0=ijka  Lieân quan ñeán heä (19) ta coù keát quaû sau. 

Meänh ñeà 3.[1] Döôùi caùc giaû thieát cuûa ñònh lyù 2, neáu 0=ijka  vaø ngg ,...,1   laø caùc ña thöùc coù baäc 

,1−≤ r  thì nghieäm f cuûa heä (19) töông öùng vôùi 0=ijka  cuõng laø ña thöùc coù baäc .1−≤ r  

Ñeå xaáp xæ nghieäm cuûa heä (19) baèng moät daõy caùc ña thöùc, ta giaû söû raèng caùc soá thöïc 

ijkijkijkijkijkijk cb δγβα ,,,,,  thoûa caùc ñieàu kieän nhö trong ñònh lyù 2. Giaû söû );( nIRCf Ω∈  laø 

nghieäm duy nhaát cuûa heä (19) töông öùng vôùi ).;( nIRCg Ω∈  
Tröôùc heát, do ñònh lyù Weierstrass moãi haøm lieân tuïc ig  ñöôïc xaáp xæ baèng moät daõy caùc ña thöùc hoäi 

tuï ñeàu ][q
iP  khi baäc .+∞→q  Töø ñoù, ][qP = ),...,( ][][
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,,...,2,1 ni = ].,[ bbx −=Ω∈  Ta xeùt daõy }{ ][qf ñöôïc xaùc ñònh bôûi  
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Ta chuù yù raèng  ][]1[ qq PAf +−  laø ña thöùc coù baäc ,q≤  do meänh ñeà 3, nghieäm ][qf  cuõng laø ña thöùc 
coù baäc .q≤  Do ñoù ta coù. 
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3. Thuaät giaûi laëp caáp hai  

 Thuaät giaûi xaáp xæ lieân tieáp (16) ñöôïc cho bôûi caùch laøm cuûa ñònh lyù aùnh xaï co, ñoù cuõng laø 
moät thuaät giaûi hoäi tuï caáp 1. Ñeå laøm gia taêng toác ñoä hoäi tuï, trong phaàn naøy chuùng toâi nghieân cöùu 
moät thuaät giaûi caáp hai cho heä phöông trình haøm (1).  
 
Giaû söû raèng );(1 IRIRC ×Ω∈Φ  vaø söû duïng xaáp xæ sau 
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Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau maø chöùng minh noù khoâng khoù khaên. 
 



 

Ñònh lyù 5. Giaû söû )()( 31 HH −  laø ñuùng. Neáu Xf ∈− )1(ν  thoûa 
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Khi ñoù toàn taïi duy nhaát Xf ∈)(ν  laø nghieäm cuûa (24)−(26).  
 
Ñònh lyù sau ñaây cho moät ñieàu kieän ñuû ñeå thuaät giaûi (24)−(26) hoäi tuï caáp 2. Chöùng minh ñònh lyù naày 
khaù daøi maø chi tieát cuûa noù seõ coâng boá ñaày ñuû ôû nôi khaùc. 

Ñònh lyù 6. Giaû söû );( 22 IRIRC ×Ω∈Φ  vaø )()( 31 HH −  ñuùng. Cho .IRaijk ∈  Khi ñoù, toàn taïi hai 

haèng soá 0>M  vaø ε , sao cho: 

(i) Vôùi MKf ∈)0(  cho tröôùc, heä (24)−(26) toàn taïi duy nhaát nghieäm )(νf  sao cho 

(28) ,)(
MKf ∈ν  ,...2,1,0=∀ν                                                                 

(ii) Vôùi MKf ∈)0(  cho tröôùc, daõy }{ )(νf xaùc ñònh bôûi heä (24)−(26) laø daõy laëp caáp hai. Chính xaùc 
hôn, ta coù 
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(iii) Neáu )0(f ñöôïc choïn ñuû gaàn f  sao cho ,1)0( <−
XM ffβ  thì daõy }{ )(νf hoäi tuï veà f  ñeán 

caáp 2 vaø thoûa moät ñaùnh giaù sai soá 
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4. Tính khaû vi cuûa nghieäm 
  Trong phaàn naày, döïa vaøo ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach vaø keát quaû cuûa phaàn treân, chuùng 
toâi chöùng minh tính khaû vi cuûa nghieäm heä (1) tuøy thuoäc vaøo tính khaû vi cuûa .,,, ijkijk XSg Φ  Tröôùc 

heát, ta boå sung theâm giaû thieát sau: 
Giaû thieát )( )1(H : ),;(1 nIRCg Ω∈  ),:(, 1 ΩΩ∈ CXS ijkijk  vaø ).;(1 IRIRC ×Ω∈Φ  

Giaû söû );(1 nIRCf Ω∈ laø nghieäm duy nhaát cuûa heä (1). Ñaïo haøm hai veá cuûa heä (1), ta ñöôïc 
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Vaäy neáu );(1 nIRCf Ω∈ laø nghieäm cuûa heä (1) thì ),...,(),...,( //
11 nn ffFFF ==  laø nghieäm cuûa 

heä:  
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Khi ñoù, ta coù. 
Boå ñeà 3. Giaû söû )( )1(H  ñuùng. Cho );( nIRCXf Ω=∈  vaø )(]1[ xGi  cho bôûi (32) thoaû (34).  Khi 

ñoù, coù heä (33) coù duy nhaát moät nghieäm .),...,( ]1[]1[
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]1[ XFFF n ∈=  

Chöùng minh boå ñeà 3. Xem[1].  
Vaäy vôùi giaû thieát )( )1(H  vaø (34), neáu );(1 nIRCf Ω∈ laø nghieäm cuûa heä (1), thì ),...,( //

1 nffF =  

laø nghieäm cuûa heä (33). Theo boå ñeà 3, heä (33) coù moät nghieäm duy nhaát .),...,( ]1[]1[
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Ñaûo laïi, vôùi giaû thieát )( )1(H  vaø (34). Goïi );( nIRCXf Ω=∈  laø nghieäm duy nhaát  cuûa heä (1). 

Khi ñoù )(]1[ xGi  cho bôûi (32) hoaøn toaøn xaùc ñònh. Ta cuõng chuù yù raèng heä (33) coù moät nghieäm duy 

nhaát .),...,( ]1[]1[
1

]1[ XFFF n ∈=  Ta seõ chöùng minh raèng );(1 nIRCf Ω∈ vaø 

).,...,( //
1
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(35) Vff =  trong );(1
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trong ñoù .gBfAfVf ++= ε  Deã thaáy raèng 11: XXV → .  Khi ñoù, ta coù. 

Ñònh lyù 7. Giaû söû  ),;(2 IRIRC ×Ω∈Φ  vaø )( )1(H  ñöôïc thoûa. Khi ñoù  toàn taïi hai haèng soá 

0,0 >> εM  vaø 10 <≤ ρ  sao cho 11: MM KKV →   thoaû 
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