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BẢN TÓM TẮT 

  

Bài báo cáo đề cập đến bài toán giá trị biên-ban đầu cho phương trình sóng tuyến tính 
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trong đó λ,K   là các hằng số và µ,,, 10 fuu   là các hàm cho trước, ẩn hàm ),( txu  và giá trị biên 
chưa biết )(tQ  thỏa phương trình tích phân tuyến tính 
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trong đó 11 ,,, λKkg  là các hàm cho trước. Bài báo gồm hai phần. Trong phần 1, chúng tôi chứng 

minh một định lý tồn tại toàn cục và duy nhất nghiệm yếu ),( Qu  của bài toán (a)-(b). Chứng minh 
nhờ vào phương pháp xấp xỉ Galerkin kết hợp với một số đánh giá tiên nghiệm, các lý luận về sự hội 
tụ yếu và tính compact. Trong phần 2, chúng tôi chứng minh rằng nghiệm ),( Qu  của bài toán (a)-(b) 
ổn định đối với dữ kiện ( ).,,,,,,, 11 KkgfK λµλ  

 
 
 
 
 
 
 



 

ABSTRACT 
 

This report deals with the initial-boundary value problem for the linear wave equation 
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where λ,K  are given constants and µ,,, 10 fuu  are given functions, the unknown function ),( txu  
and the unknown boundary value )(tQ  satisfy the following linear integral equation 
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where 11 ,,, λKkg  are given functions. The paper consists of two parts. In Part 1 we prove a theorem 

of global existence and uniqueness of a weak solution ),( Qu  of problem (a)- (b). The proof is based 
on a Galerkin type approximation associated to various energy estimates-type bounds, weak-
convergence and compactness arguments. In the second part, we prove that the solution ),( Qu  of 
problem (a)-(b) is stable with respect to the data ( ).,,,,,,, 11 KkgfK λµλ  
 
1. GIÔÙI THIEÄU 
 

Trong baøi naøy, chuùng toâi xeùt baøi toaùn: Tìm moät caëp haøm ),( Qu thoûa 
(1)   ,0,10),,(),()( TtxtxfuuFutu txxtt <<<<=+− µ  
(2)  ,0),0( =tu  
(3)  ),(),1()( tQtut x =− µ  

(4)  ),()0,(),()0,( 10 xuxuxuxu t ==  

trong ñoù ,),( tt uKuuuF λ+=  vôùi λ,K   laø caùc haèng soá vaø µ,,, 10 fuu  laø caùc haøm cho tröôùc 
thoûa moät soá ñieàu kieän seõ ñöôïc chæ roõ sao ñoù, aån haøm ),( txu  vaø giaù trò bieân chöa bieát )(tQ  thoûa 
moät phöông trình tích phaân 
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trong ñoù 11 ,,, λKkg  laø caùc haøm cho tröôùc. 

Trong [9] Long, UÙt vaø Truùc ñaõ xeùt baøi toaùn (1), (3), (4) vôùi ñieàu kieän bieân (2) thay bôûi 
(6)  ),(),0( tqtu =  
trong ñoù )(tq  laø haøm cho tröôùc. Trong  [9] chuùng toâi ñaõ thieát laäp moät khai trieån tieäm caän nghieäm 

),( Qu  baøi toaùn (1), (3), (4), (6)  theo hai tham soá beù .,λK  



 

Trong tröôøng hôïp ,0== λK  Santos [12] ñaõ nghieân cöùu daùng ñieäu tieäm caän cuûa nghieäm baøi toaùn 
(1), (2), (4) lieân quan ñeán ñieàu kieän bieân thuoäc loaïi memory taïi 1=x  nhö sau 
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Söû duïng toaùn töû Volterra nghòch ñaûo, Santos [12] ñaõ bieán ñoåi ñieàu kieän bieân (7) thaønh (3), (5)  vôùi 
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t =λ  laø caùc haèng soá döông. Trong tröôøng hôïp ,0)(1 ≡tλ ,0)(1 ≥= htK  

,1)( =tµ  baøi toaùn (1)-(5) ñöôïc xaây döïng töø baøi toaùn (1)-(4) trong ñoù, aån haøm ),( txu  vaø giaù trò 
bieân chöa bieát )(tQ thoûa moät baøi toaùn Cauchy cho moät phöông trình vi phaân thöôøng 
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trong ñoù 10 ,,0,0 QQh >≥ ω  laø caùc haèng soá cho tröôùc [5]. 
Trong [1], An vaø Trieàu ñaõ nghieân cöùu moät tröôøng hôïp rieâng cuûa baøi toaùn (1)-(4), (8) vôùi 

0010 === Quu  vaø ,),( tt uKuuuF λ+=  vôùi 0,0 ≥≥ λK  laø caùc haèng soá cho tröôùc. Trong 
tröôøng hôïp naøy baøi toaùn (1)-(4) vaø (8) laø moät moâ hình toaùn hoïc moâ taû söï va chaïm cuûa moät vaät raén 
vaø moät thanh ñaøn hoài nhôùt tuyeán tính ñaët treân neàn cöùng [1]. Töø baøi toaùn (8) ta bieåu dieãn haøm )(tQ  
theo ),1(,,,, 10 tuhQQ ttω  vaø sau ñoù laáy tích phaân töøng phaàn, ta thu ñöôïc 
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(10)  ( ) ( ) ,sin)1(1cos)1()( 1100 thuQthuQtg ω
ω

ω −−−−=  

(11)  .sin)( thtk ωω=   
Trong [2] Bergounioux, Long vaø Ñònh ñaõ nghieân cöùu baøi toaùn (1), (4) vôùi caùc ñieàu kieän bieân (2), 
(3) thay bôûi 
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(13)  ,0),1(),1(),1( 11 =++ tutuKtu tx λ  

trong ñoù 

(14) ( ) ( ) ,sin)0(1cos)0()( 1100 thuQthuQtg ω
ω
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(15)  ,sin)( thtk ωω=  
vôùi 1110 ,,,,,,0,0 λλω KKQQh >≥  laø caùc haèng soá cho tröôùc. 

Cuõng cuøng loaïi vôùi baøi toaùn treân, trong [11], Long, Ñònh, Dieãm ñaõ nghieân cöùu baøi toaùn bieân phi 
tuyeán döôùi ñaây 
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trong ñoù caùc haøm soá fuu ,, 10  vaø caùc haèng soá khoâng aâm 11 ,,,,, λλβαKK  laø cho tröôùc. 
 Baøi baùo goàm hai phaàn chính. Trong phaàn 1, chuùng toâi chöùng minh moät ñònh lyù toàn taïi toaøn 
cuïc vaø duy nhaát nghieäm yeáu ),( Qu  cuûa baøi toaùn (1)-(5). Chöùng minh nhôø vaøo phöông phaùp xaáp xæ 
Galerkin keát hôïp vôùi moät soá ñaùnh giaù tieân nghieäm vaø  caùc lyù luaän quen thuoäc veà söï hoäi tuï yeáu vaø 
tính compact. Söï khoù khaên  gaëp phaûi ôû ñaây laø ñieàu kieän bieân taïi .1=x  Ñeå giaûi quyeát söï khoù khaên 
naøy, caùc giaû thieát maïnh hôn veà ñieàu kieän ñaàu 0u  vaø 1u  seõ ñöôïc thaønh laäp. Ta chuù yù raèng phöông 
phaùp tuyeán tính hoùa trong caùc baøi baùo [3, 6] khoâng söû duïng ñöôïc trong baøi toaùn naøy vaø trong [2, 4, 
5]. Trong phaàn 2, chuùng toâi thu ñöôïc söï oån ñònh cuûa nghieäm ),( Qu  cuûa baøi toaùn (1)-(5) ñoái vôùi caùc 
döõ kieän ( ).,,,,,,, 11 KkgfK λµλ  Caùc keát quaû thu ñöôïc ôû ñaây ñaõ toång quaùt hoùa töông ñoái caùc keát 
quaû trong [1-3, 4-12]. 
 
2. ÑÒNH LYÙ TOÀN TAÏI VAØ DUY NHAÁT 
 
Ñaët ),1,0(=Ω  ),,0( TQT ×Ω=  .0>T  Chuùng ta boû qua caùc ñònh nghóa cuûa caùc khoâng gian thoâng 

duïng nhö ),(ΩmC ),(ΩpL ).(, ΩpmW  Ta kyù hieäu ),(,, Ω= pmpm WW  ),(,0 Ω= pp WL  

),(2, Ω= mm WH ,...1,0,1 =∞≤≤ mp Chuaån 2L  ñöôïc kyù hieäu bôûi .⋅  Ta cuõng kyù hieäu  bôûi ⋅〉〈⋅,  

chæ tích voâ höôùng trong 2L  hay caëp tích ñoái ngaãu cuûa phieám haøm tuyeán tính lieân tuïc vôùi moät phaàn 
töû cuûa moät khoâng gian haøm. Ta kyù hieäu bôûi 

X
⋅  laø chuaån cuûa moät khoâng gian Banach X  vaø bôûi 

/X  laø khoâng gian ñoái ngaãu cuûa .X  Ta kyù hieäu bôûi ∞≤≤ pXTLp 1),;,0(  cho khoâng gian 

Banach caùc haøm XTu →),0(:  ño ñöôïc, sao cho ∞<
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V  laø khoâng gian Hilbert ñoái vôùi tích voâ höôùng ),( ⋅⋅a  vaø treân ,V  1H
v  vaø ),( vvav

V
=  xv=  

laø caùc chuaån töông ñöông. Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau:  
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Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau. 
Ñònh lyù 1. Cho .0>T  Giaû söû )()( 61 HH − ñuùng. Khi ñoù, toàn taïi duy nhaát moät nghieäm yeáu ),( Qu  

cuûa baøi toaùn (1)-(5) sao cho 
(18) 
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Chuù thích 1. Töø (18), thaønh phaàn u  trong nghieäm yeáu ),( Qu  cuûa baøi toaùn (1)-(5) thoûa 
(19) 
 

).;,0();,0();,0( 2210 HVTLLTCVTCu ∩∩∩∈ ∞  
Chöùng minh Ñònh lyù 1. Chöùng minh nhôø vaøo phöông phaùp xaáp xæ Galerkin keát hôïp vôùi moät soá 
ñaùnh giaù tieân nghieäm, caùc lyù luaän veà söï hoäi tuï yeáu vaø tính compact. Trong chöùng minh chuùng toâi 
coù duøng ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Schauder ñeå xöû lyù moät heä phöông trình vi- tích phaân. Kyõ thuaät naày 
cuõng söû duïng trong caùc coâng trình khaùc cuûa chuùng toâi [7, 8]. Tuy nhieân, chöùng minh Ñònh lyù 1 cuõng 
khaù daøi, chi tieát coù theå xem [10].  
 
3. TÍNH OÅN ÑÒNH CUÛA NGHIEÄM 
         
 Trong phaàn naøy, ta giaû söû raèng caùc haøm 10 , uu  thoaû ( ).2H  Do ñònh lyù 1, baøi toaùn (1)-(5) coù 

moät nghieäm yeáu duy nhaát ( )Qu,  phuï thuoäc vaøo .,,,,,,, 11 KkgfK λµλ  
(20)  ( ) ( ),,,,,,,,,,,,,,,, 1111 KkgfKQQKkgfKuu λµλλµλ ==  
trong ñoù ( )11 ,,,,,,, KkgfK λµλ  thoaû caùc giaû thieát ( ) ( ) ( )631 , HHH −  vaø 10 , uu  laø caùc haøm coá 

ñònh thoaû ( ).2H  Ta ñaët 
              ( ) ( ) ( ){ 111100 ,,,,,,,:,,,,,,,, KkgfKKkgfK λµλλµλµλ =ℑ  

                                                                 thoaû caùc giaû thieát ( ) ( ) ( )},, 631 HHH −  

trong ñoù 0, 00 >µλ  laø caùc haèng soá cho tröôùc. 



 

Khi ñoù, ta coù ñònh lyù sau. 
Ñònh lyù 2. Cho .0>T  Giaû söû ( ) ( )61 HH −  ñuùng. Khi ñoù, nghieäm cuûa baøi toaùn (1)-(5) laø oån ñònh ñoái 

vôùi döõ kieän ( ),,,,,,,, 11 KkgfK λµλ i.e., 

Neáu ( ),,,,,,,, 11 KkgfK λµλ ( ) ( ),,,,,,,,, 0011 µλλµλ ℑ∈jjjjjjjj KkgfK  sao cho 
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Chuù thích 3.  Kyõ thuaät chöùng minh trong ñònh lyù naày cuõng keá thöøa töø  caùc coâng trình khaùc cuûa 
chuùng toâi [7, 8]. Tuy nhieân, caùc baøi toaùn khaûo saùt ôû ñoù hoaøn toaøn khaùc ñoàng thôøi cuõng khoâng gioáng 
nhau veà thuû thuaät tính toaùn.  
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