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BẢN TÓM TẮT 

 
Chúng tôi xét bài toán biên -giá trị đầu cho phương trình sóng phi tuyến 
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trong đó Ffbuu ,,,, 10  là các hàm cho trước, ẩn hàm ),( txu  và giá trị biên chưa biết )(tP  thỏa một 
phương trình tích phân phi tuyến sau đây 
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trong đó kHg ,,  là các hàm cho trước. Chúng tôi chứng minh sự tồn tại và có duy nhất một nghiệm 
yếu cho bài toán, và bàn về tính ổn định của nghiệm ),( Pu  đối với các hàm HgFb ,,,  và  .k  Trong 
chứng minh, phương pháp Galerkin được sử dụng. 
 

ABSTRACT 
 

We consider the initial-boundary value problem for the nonlinear wave equation 
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where Ffbuu ,,,, 10  are given functions, the unknown function ),( txu  and the unknown boundary 
value )(tP  satisfy the following nonlinear integral equation 
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where kHg ,,  are given functions. We prove the existence and uniqueness of weak solutions to the 
problem, and discuss the stability of the solution ),( Pu  with respect to the functions HgFb ,,,  and 

.k  In the proof, the Galerkin method is employed. 
 



 

1. PHẦN MỞ ĐẦU 
Trong báo cáo này, chúng tôi xét bài toán sau: Tìm một cặp các hàm ( , )u P  thỏa: 

 
(1) ( , ) ( , ) ( , ), (0,1), 0 ,   tt xx tu u b x t f u u F x t x t T− + = ∈ Ω = < <     
(2) ),(),0( tPtux =  
     
(3) (1, ) 0,u t =      
(4)  0( ,0) ( ),u x u x=  1( ,0) ( ),tu x u x=  
     
trong đó 0 1, , , ,u u b f F  là các hàm cho trước thỏa các điều kiện mà ta sẽ chỉ ra sau. Hàm chưa biết 

( , )u x t và giá trị biên chưa biết ( )P t  thỏa một phương trình tích phân phi tuyến sau đây 
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P t g t H u t k t s u s ds= + − −∫    

trong đó , ,  kg H  là các hàm cho trước. 
Trong [2], Đặng Đình Áng và Alain Phạm Ngọc Định đã thiết lập định lý tồn tại và duy nhất nghiệm 
toàn cục cho bài toán giá trị biên và ban đầu (1)-(4) với 0 1, ,u u P  là các hàm cho trước và  
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Bằng sự tổng quát hóa của [2], Long và Alain Phạm [7, 10, 11], Long và Thuyết [13], Long và Dũng 
[14], Long, Tâm và Trúc [15], Hóa và Ngọc [8] đã xét bài toán (1), (3), (4)  với 1b ≡  và liên kết với 
điều kiện biên không thuần nhất tại x = 0 có dạng  

(7)  
0

(0, ) ( ) ( (0, )) ( , (0, )) .
t

xu t g t H u t k t s u s ds= + − −∫     

Các tác giả trên đã lần lượt cứu xét nó trong [10] với 0k ≡ , H(s)=hs, trong đó 0h > ; trong [7] với 
0;k ≡  trong [10, 15] với ( ) ,H s hs=  trong đó h>0. Một số tính chất về compact và liên thông của 

tập nghiệm của bài toán (1)-(5) ứng với 1b ≡  cũng được xét trong [8]. 
Trong trường hợp 1b ≡ , H(s)=hs, trong đó h>0, bài toán (1)-(5) được thành lập từ bài toán (1)-(4), 
trong đó, hàm chưa biết u(x,t) và giá trị biên chưa biết ( )P t  thỏa một bài toán Cauchy sau đây cho 
một phương trình vi phân thường 
 
(8) // 2( ) ( ) (0, ), 0 ,ttP t P t hu t t Tω+ = < <       

(9) /
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trong đó 0,ω >  0,h ≥  0 1,  P P  là các hằng số dương cho trước [11]. 
Trong [1], Nguyễn Thúc An và Nguyễn Đình Triều đã nghiên cứu một trường hợp riêng của bài toán 
(1)-(4), (8), (9) với u0=u1=P0=0 và với b(x,t)f(u,ut)-F(x,t)=f1(u,ut) tuyến tính, nghĩa là,  
f1(u,ut)=Ku+λut, trong đó ,  K λ  là các hằng số cho trước. Trong trường hợp sau, bài toán (1)-(4), (8) 
và (9) là mô hình toán học mô tả sự va chạm của một vật rắn và thanh đàn hồi nhớt tuyến tính tựa trên 
một nền cứng([1,19]). Như vậy bài toán nghiên cứu ở đây là phi tuyến tương tự bài toán được xét 
trong [1,19]. 



 

Trong trường hợp mà ( , ) ( , ) ( , )tb x t f u u F x t− = | | ( ),t tu sign uα  bài toán (1)-(4), (8) và (9) mô tả sự 
va chạm của một vật rắn và thanh đàn hồi nhớt tuyến tính với ràng buộc đàn hồi phi tuyến ở mặt bên, 
ràng buộc liên kết với lực cản ma sát nhớt. Từ (8), (9) ta biểu diễn P(t) theo 0 1, , , , (0, )    ttP P h u tω  và 
sau đó tích phân từng phần ta thu được 
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trong đó 
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(12) ( ) sin .k t h tω ω=  
   
Bằng cách khử ẩn hàm P(t), ta thay thế điều kiện biên (2) bởi  
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Khi đó, chúng ta đưa bài toán (1)-(4), (8), (9) về (1)-(4), (10)-(12) hay (1), (3), (4), (11)-(13). 
Trong [20], chúng tôi chứng minh bài toán (1)-(5) có duy nhất nghiệm yếu toàn cục và nghiệm này 
cũng ổn định với các hàm g, H và k. 
Cũng cùng loại với bài toán trên, Long, Út và Trúc [16] đã cứu xét bài toán biên thuộc dạng 
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trong đó, 0 1 1 1,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  u u f g k Kµ λ  là các hàm cho trước, ,K λ  là các hằng số không âm cho trước. 
Cũng vậy, Long, Định và Diễm [17] nghiên cứu bài toán biên phi tuyến dưới đây 
(15)
 

1 1

0 1

0

| | | | ( , ),  0 1,  0 ,
(0, ) ( ),    (1, ) (1, ) (1, ) 0,

( ,0) ( ),  ( ,0) ( ),

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

tt xx t t

x x t

t
t

u u K u u u u f x t x t T
u t P t u t K u t u t

u x u x u x u x

P t g t hu t k t s u s ds

α βλ
λ

 − + + = < < < <


− = + + =
 = =

 = + − −


∫
   
trong đó, 0 1,  ,  ,  ,  u u f g k  là các hàm cho trước, 1 1,  ,  ,  ,  ,  h K K λ λ α  và β  là các hằng số không âm 
cho trước. 
 



 

Báo cáo này gồm 2 phần. Phần 1, với một số giả thiết thích hợp trên ,,,, 10 fbuu  ,,,, kHgF  
chúng tôi chứng minh bài toán (1)- (5) có duy nhất một nghiệm yếu toàn cục. Chứng minh được dựa 
vào phương pháp Galerkin liên kết với các đánh giá tiên nghiệm cùng với kỹ thuật hội tụ yếu và về 
tính compact. Ở phần này, định lý Schauder cũng được sử dụng trong việc chứng minh tồn tại nghiệm 
xấp xỉ Galerkin. Một điều chú ý ở đây rằng phương pháp xấp xỉ tuyến tính trong các bài báo [6, 12, 
15, 18] không sử dụng được trong bài này và trong các bài báo[2, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 14]. Phần 2, 
chúng tôi chứng minh rằng nghiệm (u, P) của bài toán (1)-(5) là ổn định đối với các hàm b, F, g, H và 
k. Kết quả thu được ở trên đã tổng quát hóa tương đối các kết quả trong [1-3, 5-7, 10-20]. 

 
 
2. SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT NGHIỆM 

 
Đầu tiên, ta đặt các ký hiệu sau (0,1), (0, ),  TQ TΩ = = Ω ×  T>0, và bỏ qua  

định nghĩa các không gian hàm thông dụng: ( ),mC Ω ( ),pL Ω ( ),mH Ω , ( ).m pW Ω  Để cho gọn, ta ký 
hiệu lại như sau ( ) ,p pL LΩ = ( ) ,m mH HΩ =  , ,( ) .m p m pW WΩ =  Chuẩn trong L2 được ký hiệu ||.||. 
Ta cũng dùng ký hiệu ,⋅ ⋅  cho tích vô hướng trong L2 hoặc để chỉ cặp tích đối ngẫu của một phiếm 
hàm tuyến tính liên tục với một phần tử của không gian hàm. Ta ký hiệu ||.||X  để chỉ chuẩn trong một 
không gian Banach X và gọi X/ không gian đối ngẫu của X. Ta ký hiệu ( )0, ; , 1 ,pL T X p≤ ≤ ∞  là 

không gian các lớp tương đương chứa hàm ( ): 0,u T X→  đo được, sao cho 
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Ta định nghĩa 
 1{ : (1) 0}V v H v= ∈ =  và 
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V

u v u v u x v x dx= = ∫  

V là không gian con đóng của H1 , do đó, V là không gian Hilbert đối với tích vô hướng của H1 . Mặt 

khác trên V,  1||||
H

v  và / /|| || ,Vv v v=  là hai chuẩn tương đương. Hơn nữa, phép nhúng 
0 ( )V C ΩÐ  là compact và 0 ( )

|| || || ||VC
v v

Ω
≤  với mọi .v V∈  Mặt khác, nếu ta đồng nhất L2 với đối 

ngẫu của nó, ta có 2 / ,V L VÐ Ð  với các nhúng liên tục và nằm trù mật. 
Ta cũng dùng các ký hiệu u(t), / ( ) ( ) ( ),tu t u t u t= =  ( )// ( ) ( )ttu t u t u t= = , ( ) ( ) ,xu t u t= ∇  

( ) ( )xx u t u t= ∆  để chỉ ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2( , ), , , , , , ,u u u uu x t  x t , x t  x t , x t
t xt x

∂ ∂ ∂ ∂
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 lần lượt. Ta thành lập 

các giả thiết sau: 
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(A6)  Hàm số ( )1H C IR∈  thoả (0) 0H =  và tồn tại một hằng số 0 0h >  sao cho  

0
0

ˆ ( ) ( ) ,H H s ds h
η

η = ≥ −∫  với mọi IR;η ∈  

(F)    Hàm số f: 2IR IR→  thoả (0,0) 0f =  và các điều kiện 
(F1) f  là đơn điệu không giảm đối với biến thứ hai, tức 

là 
 ( )( , ( , ))( ) 0, , ,f u v f u v v v  u  v  v IR.− − ≥ ∀ ∈  

Tồn tại hai hằng số ( ], 0,1 α β ∈  và hai hàm số liên tục B1, B2: IR IR+ +→  sao cho  
(F2)

 

( ) ( )1, ( , )f u v f u v B u v v   u, v, v IR,
α

− ≤ − ∀ ∈  

(F3)
 

( ) ( )2, ( , )f u v f u v B v u u   u, u, v IR.
β

− ≤ − ∀ ∈  

Khi đó ta có định lý sau. 
 
Định lý 1. Giả sử (A1)-(A6) và (F1)-(F3) đúng. Khi đó với mọi 0,T >  tồn tại một nghiệm yếu ( , )u P  
của bài toán (1)-(5) sao cho 
(16)
 

( ) ( ) ( )2 20, ; , 0, ; , (0, ) 0, ,t tu L T V  u L T L  u t L T∞ ∞∈ ∈ ∈    (17)

 ( )1 0, .P H T∈  

Hơn nữa, nếu 1=β  trong (F3)  và các hàm số H, B2 thoả thêm các điều kiện, 
( /

6A )  2 /( ), ( ) 1H C IR  H s         s IR,∈ > − ∀ ∈  

(F4) 2
2 (| |) ( )TB v L Q∈

            ( ), 0.Tv L Q T∀ ∈ ∀ >  
Khi đó nghiệm bài toán là duy nhất. 
 
Chứng minh Định lý 1 được chứng minh chi tiết trong [20].  
 
Chú thích 1. Kết quả này mạnh hơn kết quả trong [10]. Thật vậy, tương ứng với cùng bài toán (1) – 
(5) với 0)( ≡tk  và  ,)( hssH =  ,0>h  các giả thiết sau đây đã dùng trong [10] mà không cần thiết 
sử dụng ở đây: 
(18) ,10 << α   B1(|u|) 

( ) ( )2 /(1 ) 0, ; , 0,a
TL Q     u L T V  T− ∞∈ ∀ ∈ ∀ >   (19) 



 

 
B1, B2 là các hàm không giảm. 
  
Kết quả thu được ở đây đã tổng quát hóa kết quả trong [13] và chứa đựng trường hợp ,1),( =txb  

0),( =txF  như là một trường hợp riêng. 
 
Chú thích 2. Điều kiện k(0) = 0 trong (A4) là kỹ thuật, ta có thể bỏ qua. 
Trong trường hợp riêng của H với  ,)( hssH = ,0>h  định lý sau đây là hệ quả của định lý 1. 
 
Định lý 2.Giả sử (A1)-(A4) và (F1)-(F3) đúng. Khi đó, với mỗi 0,T >  bài toán (1)-(5) có ít nhất một 
nghiệm yếu (u,P) thỏa (16), (17). 
 Hơn nữa nếu 1β =  trong (F3) và hàm B2 thỏa (F4), khi đó nghiệm này là duy nhất.  
 Định lý 2 cho cùng kết quả trong [11] nhưng giả thiết “B1 không giảm” đã dùng trong [11] thì 
không cần thiết ở đây.  
 Trong trường hợp riêng với k(t) ≡ 0, kết quả sau đây là hệ quả của định lý 1.  
 
Định lý 3. Giả sử (A1), (A2), (A3), (A5) và (F1)-(F3) đúng. Khi đó với mỗi 0,T >  bài  toán (1)-(4) 
tương  ứng với P = g có ít nhất một nghiệm yếu thoả (16). 

Hơn nữa, nếu 1β =  trong (F3) và nếu các hàm H và B2 lần lượt thỏa các giả thiết /
6( )A  và (F4), 

khi đó nghiệm này là duy nhất. 
 
Chú thích 3. Giống như chú thích 2, định lý 3 cũng cho cùng kết quả trong [7] nhưng giả thiết: “B1 
không giảm” đã dùng trong [7] thì không cần thiết ở đây. 
 
3. SỰ ỔN ĐỊNH NGHIỆM 
Trong phần này, ta giả sử rằng 1β =  trong (F3) và các hàm H, B2 lần lượt thoả /

6( )A , (F4). Do  định 
lý 1 bài toán (1)-(5) có nghiệm duy nhất (u,P) phụ thuộc vào g, k, H. như sau: u = u(b,F,g,k,H), P = 
P(b,F,g,k,H), trong đó b, F, g, k, H thoả các giả thiết (A1), (A3)-(A6) và u0,  u1,  f  là các hàm cố định 
thoả (A2), (F1)-(F4). Ta đặt 
 

2
0 0 0

0

/ /
0

( , ) ( ) : (0) 0, ( ) ,

( ) 1, , sup( ( ) ( ) ) ( ), 0 ,
s M

h H H C IR H H s ds h

H x x IR H s H s H M M
≤

ℑ = ∈ = ≥ −



> − ∀ ∈ + ≤ ∀ > 



∫
x

 

                       
 

trong đó ho > 0 là hằng số cho trước và H0 : IR+ → IR+ là hàm số cho trước. 
Khi đó ta có định lý sau. 
 
Định lý 4. Giả sử  1β =  và (A2), (F1)-(F4)  đúng. Khi đó, với mỗi T > 0, nghiệm của bài toán (1)-(5) 
là ổn định đối với dữ kiện b, F, g, k, H, tức là,  nếu 

( )0 2 1 1
0 0( , , , , ), ( , , , , ) [0, ] ( ) (0, ) (0, ) ( , ),j j j j j Tb F g k H  b F g k H C T L Q H T H T h H∈ Ω × × × × × ℑ  

, 0, (0) (0) 0,j j b  b  k k≥ = =  sao cho ( , , , , ) ( , , , , )j j j j jb F g k H b F g k H→  trong 

 ( )0 2 1 1 1[0, ] ( ) (0, ) (0, ) ([ , ])TC T L Q H T H T C M MΩ × × × × × −  mạnh  khi j →  +∞, với mọi M

  > 0. 
Khi đó  



 

            (uj, ,/
ju  uj(0,t),Pj) → (u, u/, u(0,t), P) trong 

2 0 0(0, ; ) (0, ; ) ([0, ]) ([0, ])L T V L T L C T C T∞ ∞× × ×  mạnh, khi j →  +∞, với mọi M>0, trong đó uj = 
u(bj,Fj,gj,kj,Hj), Pj =P(bj,Fj,gj,kj,Hj). 
 
Chứng minh. Chứng minh Định lí 4 khá dài và chi tiết chứng minh sẽ được công bố nơi khác.  
Chú thích 4. Trong [20] chúng tôi đã chứng minh nghiệm của bài toán (1)-(5) là ổn định đối với ba 
hàm g, k, H, tức là , nếu 

( , , ) ( , , )j j jg k H g k H→   trong [ ]1 1 1(0, ) (0, ) ( , )H T H T C M M× × −   mạnh, 
 khi j →  +∞, với mọi M >0. 
    
     
Khi đó  

(uj, ,/
ju  uj(0,t),Pj) → (u, u/, u(0,t), P) trong 

2 0 0(0, ; ) (0, ; ) ([0, ]) ([0, ])L T V L T L C T C T∞ ∞× × ×
 
     
mạnh, khi j →  +∞, với mọi M, trong đó uj = u(b,F,gj,kj,Hj), Pj =P(b,F,gj,kj,Hj), b, F là hàm không âm, 
cố định cho trước thỏa (A1), (A5). 
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