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BẢN TÓM TẮT 

 
Chúng tôi xét bài toán giá trị biên-đầu cho phương trình sóng phi tuyến  

),(22 txfuuuuKuu ttxxtt =++− −− βα λ  trong miền ,10 << x .0 Tt <<  Điều kiện biên tại điểm 
0=x  chứa số hạng tích chập theo biến thời gian của giá trị biên của u  tại 0=x  ngược lại Điều kiện 

biên tại điểm 1=x  có dạng  0),1(),1(),1( 11 =++ tutuKtu tx λ  với 1K  và 1λ  là các hằng số không 
âm cho trước. Chúng tôi chứng minh bài toán như thế có nghiệm duy nhất trong các không gian 
Sobolev cổ điển. Chứng minh dựa vào phương pháp xấp xỉ Galerkin, một số đánh giá năng lượng và 
lý luận về tính compact. Trong trường hợp ,2== βα  tính trơn của nghiệm cũng được nghiên cứu. 
Cuối cùng, chúng tôi cũng thu được một khai triển tiệm cận nghiệm ),( Pu  của bài toán đến cấp  

1+N  theo haai tham số ., λK  
 

ABSTRACT 
 

We consider an initial boundary value problem for a nonlinear wave equation 
),(22 txfuuuuKuu ttxxtt =++− −− βα λ  in the domain ,10 << x .0 Tt <<  The boundary 

condition at the boundary point 0=x  of the domain for a solution u involves a time convolution term 
of the boundary value of u  at 0=x  whereas the boundary condition at the other boundary point is of 
the the form 0),1(),1(),1( 11 =++ tutuKtu tx λ  with 1K  and 1λ  given non-negative constants. We 
prove existence of a unique solution of such a problem in classical Sobolev spaces. The proof is based 
on a Galerkin type approximation, various energy estimates and compactness arguments. In the case of 

,2== βα  the regularity of solutions is studied also. Finally, we obtain an asymptotic expansion of 
the solution ),( Pu  of this problem up to order 1+N  in two small parameters ., λK  
 
 
 
 
 
 
 
 



 

1. GIÔÙI THIEÄU 
Trong baùo caùo naøy chuùng toâi xeùt baøi toaùn sau: tìm caëp haøm soá ),( Pu  sao cho 
 

,0 ),1,0(  ),,(),( TtxtxfuuFuu txxtt <<=Ω∈=+−   (1) 

),(),0( tPtux =               (2) 

,0),1(),1(),1( 11 =++ tutuKtu tx λ               (3) 

),()0,(),()0,( 10 xuxuxuxu t ==               (4) 

,),( 22
ttt uuuuKuuF −− += βα λ                             (5) 

trong ñoù fuu ,, 10  laø caùc haøm soá cho tröôùc vaø 0,0,, 11 >≥ λλKK  vaø 2, ≥βα  laø caùc haèng soá cho 
tröôùc, haøm phaûi tìm ),( txu vaø giaù trò bieân chöa bieát )(tP  thoûa maõn baøi toaùn Cauchy cho phöông 
trình vi phaân thöôøng nhö sau 
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vôùi ,0 ,0 ≥> hω  0P  vaø 1P  laø caùc haèng soá cho tröôùc. 

Trong [1] ñaõ nghieân cöùu moät tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa baøi toaùn (1)-(6) vôùi 0010 === Puu  vaø 
,2== βα  trong ñoù ñieàu kieän bieân (3) ñöôïc thay bôûi 

 
,0),1( =tu                (7) 

Trong tröôøng hôïp naày baøi toaùn (1), (2), (4)--(7) laø moâ hình toaùn hoïc moâ taû söï va chaïm cuûa moät vaät 
raén vaø moät thanh ñaøn nhôùt  tuyeán tính töïa treân moät neàn cöùng [1]. 
 Chuù yù raèng töø (6) ta bieåu dieãn )(tP  theo 

),0(,,,, 10 tuhPP ttω  vaø sau ñoù tích phaân töøng phaàn, ta thu ñöôïc 
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trong ñoù 
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Baèng caùch khöû bôùt moät aån haøm )(tP  thì ñieàu kieän bieân (2) coù daïng 
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x dssustkthutgtu                 (10)  

Vaäy ta ñöa baøi toaùn (1)-(6) veà baøi toaùn (1)-(5), (8) hoaëc (1), (3)-(5), (10)  vôùi caùc haøm ),(tg )(tk  
cho tröôùc nhö (9). 

Trong [2], Bergounioux, Long, Ñònh ñaõ xeùt baøi toaùn (1)-(5), (8) vôùi .2== βα  Trong 
tröôøng hôïp naày, baøi toaùn moâ taû söï va chaïm cuûa moät vaät raén vaø moät thanh ñaøn nhôùt töïa treân moät 
neàn ñaøn hoài nhôùt vôùi raøng buoäc ñaøn hoài tuyeán tính taïi beà maët, caùc raøng buoäc lieân keát vôùi moät löïc 
caûn ma saùt nhôùt.  



 

Trong baøi naày chuùng toâi muoán ñeà caäp laø baøi toaùn (1)-(6)  vôùi  ,2≥α 0≥β  laø caùc haèng soá 
cho tröôùc. Trong tröôøng hôïp naày baøi toaùn (1)-(6) laø moâ hình toaùn hoïc moâ taû söï va chaïm cuûa moät 
vaät raén vaø moät thanh ñaøn hoài nhôùt phi tuyeán töïa treân moät neàn ñaøn hoài nhôùt [8]. Chuùng toâi cuõng thu 
ñöôïc söï toàn taïi nghieäm toaøn cuïc cuûa baøi toaùn. Keát quaû naày ñaõ môû roäng  keát quaû trong [2] vôùi 
tröôøng hôïp .2== βα  Maët khaùc, neáu ,2== βα  chuùng toâi cuõng thu ñöôïc moät soá keát quaû veà tính 
ñeàu cuûa nghieäm tuøy thuoäc vaøo tính ñeàu cuûa döõ kieän. Phaàn cuoái cuûa baøi naày chuùng toâi chöùng minh 
nghieäm ),( Pu  cuûa baøi toaùn (1)-(5), (8) vôùi ,2== βα  coù ñöôïc moät khai trieån tieäm caän caáp 1+N  
theo theo hai tham soá  λ,K . Keát quaû thu ñöôïc ôû ñaây cuõng ñaõ môû roäng vaø chöùa ñöïng caùc keát quaû 
trong [1-3,  5-7] nhö laø tröôøng hôïp rieâng. Do khuoân khoå haïn ñònh cuûa baøi baùo caùo seõ in trong Kyû 
yeáu Hoäi nghò, neân chuùng toâi chæ trình baøy baøi toaùn vaø phaùt bieåu keát  quaû. Chí tieát chöùng minh seõ 
ñöôïc coâng boá trong [8]. 
2. SÖÏ TOÀN TAÏI VAØ DUY NHAÁT NGHIEÄM 

 
Ta boû qua moät soá ñònh nghóa caùc khoâng gian quen thuoäc nhö ,]1,0[mC ),1,0(pL  

),1,0( , pmW ),;,0( XTLp ,1 ∞≤≤ p  vaø söû duïng caùc kyù hieäu sau ),1,0(,, pmpm WW =  

),1,0(,0 pp WL =  ),1,0(2,mm WH = ,..2,1,0,1 =∞≤≤ mp  Chuaån vaø tích voâ höôùng treân 2L  laàn 

löôït ñöôïc kyù hieäu bôûi ⋅  vaø .,⋅〉〈⋅   Kyù hieäu 
X

⋅  duøng ñeå chæ chuaån treân khoâng gian Banach .X   

Goïi /X  laø ñoái ngaãu cuûa .X  Ta cuõng duøng kyù hieäu ⋅〉〈⋅,  ñeå chæ caëp tích ñoái ngaãu giöõa /X  vaø .X  

Ta cuõng söû duïng caùc kyù hieäu ),(tu  ),()()( / tututu t==  
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Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau 
)( 1H   0,0,0,0 1 >≥≥> λλ hK  vaø ,01 >+ hK  

)( 2H   2
0 Hu ∈  vaø ,1

1 Hu ∈  

)( 3H   )),,0()1,0((, 2 TLff t ×∈  

)( 4H   ),,0(),0( 1,21 TWTHk ∩∈  

)( 5H   ).,0(2 THg ∈  
Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 
Ñònh lyù 1.[8] Vôùi caùc giaû thieát ),()( 51 HH −  toàn taïi duy nhaát nghieäm yeáu ),( Pu  cuûa baøi toaùn (1.1) 
– (1.5), (1.8) sao cho 
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Chuù yù 1.  Töø  (11) daãn ñeán 



 

);,0();,0( 2110 LTCHTCu ∩∈ ).;,0( 2HTL∞∩   (12) 
 
3.  SÖÏ PHUÏ THUOÄC TÍNH TRÔN CUÛA NGHIEÄM VAØO CAÙC DÖÕ KIEÄN 
 
Trong phaàn naøy chuùng toâi nghieân cöùu tính trôn cuûa nghieäm baøi toaùn (1) – (5), (8) trong tröôøng hôïp 

.2== βα  Töø ñaây, chuùng ta giaû söû ),,,,( 11 λλKKh  thoûa maõn caùc giaû thieát ).( 1H  Ta taêng cöôøng 
theâm caùc giaû thieát cho kgfuu ,,,, 10  nhö sau: 
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Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 
Ñònh lyù 2.[8] Vôùi 2== βα  vaø caùc giaû thieát ),( 1H )(

4
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1 )()( rr HH −  ñuùng. Khi ñoù toàn taïi duy 
nhaát nghieäm yeáu ),( Pu  cuûa baøi toaùn (1) – (5), (8) thoûa maõn 
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4.  KHAI TRIEÅN TIEÄM CAÄN CUÛA NGHIEÄM THEO HAI THAM SOÁ 
 

Trong phaàn naøy chuùng toâi giaû söû 2== βα  vaø ),,,,,( 11 kgfKh λ  thoûa maõn caùc giaû thieát 

).()( 51 HH −  Vôùi caùc tham soá ,0,0 ≥≥ λK  chuùng toâi xeùt baøi toaùn nhieãu )~( ,λKQ  sau  
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Goïi ),(),( ,, KK PuPu λλ=  laø nghieäm yeáu duy nhaát cuûa baøi toaùn )~( ,λKQ , khi ñoù caëp haøm soá ),( Rv  

ñònh nghóa bôûi 
 









−=

−=

∑

∑

≤+≤

≤+≤

,

,

21

21

21

21

21

21

0
,,

0
,,

N
K

N
K

KPPR

Kuuv

γγ

γγ
γγλ

γγ

γγ
γγλ

λ

λ
 

 
seõ thoûa maõn baøi toaùn 
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trong ñoù 
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Ta coù boå ñeà sau ñaây 
 
Boå ñeà 3.[8] Ta coù ñaùnh giaù sau 
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