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BẢN TÓM TẮT 

 
Trong báo cáo này chúng tôi xét bài toán giá trị biên-ban đầu cho phương trình sóng phi tuyến 
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ttrroonngg  đđóó  hhằằnngg  ssốố    0h >   vvàà  ccáácc  hhààmm  ssốố  10
~,~,, uufB   llàà  cchhoo  ttrrưướớcc..  TTrroonngg  PPhhầầnn  11,,  cchhúúnngg  ttôôii  lliiêênn  kkếếtt  bbààii  

ttooáánn  ((11))  mmộộtt  ddããyy  qquuii  nnạạpp  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  mmàà  ssựự  ttồồnn  ttạạii  nngghhiiệệmm  đđịịaa  pphhưươơnngg  đđưượợcc  cchhứứnngg  mmiinnhh  bbằằnngg  pphhưươơnngg  
pphháápp  GGaalleerrkkiinn  vvàà  llýý  lluuậậnn  vvềề  ttíínnhh  ccoommppaacctt  tthhôônngg  ddụụnngg  ttrroonngg  ccáácc  kkhhôônngg  ggiiaann  SSoobboolleevv  ccóó  ttrrọọnngg  tthhíícchh  
hhợợpp..  TTrroonngg  PPhhầầnn  22,,  nnếếuu  )]1,0([2 IRCf ×∈   vvàà  ),(1

+∈ IRCB   ,~)( 000 ccBb +≤≤ αηη   

,~)( 1
1

1
/ ccB +≤ −αηη   ttrroonngg  đđóó  ,00 >b   ,1>α   ,~, 00 cc   0~, 11 ≥cc   llàà  ccáácc  hhằằnngg  ssốố,,  cchhúúnngg  ttôôii  tthhuu  

đđưượợcc  mmộộtt  tthhuuậậtt  ggiiảảii  llặặpp  ccấấpp  hhaaii  hhộộii  ttụụ..  CCuuốốii  ccùùnngg  ttrroonngg  PPhhầầnn  33,,  vvớớii  ggiiảả  tthhiiếếtt  ),(1
+

+∈ IRCB N   
),(1 +∈ IRCB N ,00 >≥ bB ,01 ≥B )]1,0([1 IRCf N ×∈ +   vvàà  ),]1,0([1 IRCf N ×∈   cchhúúnngg  ttôôii  tthhuu  

đđưượợcc  mmộộtt  kkhhaaii  ttrriiểểnn  ttiiệệmm  ccậậnn  tthheeoo  tthhaamm  ssốố  bbéé  ε     đđếếnn  ccấấpp  1N +   ccủủaa  nngghhiiệệmm  yyếếuu  ( , )u r tε ccủủaa  bbààii  ttooáánn  
((11))  mmàà  ttrroonngg  đđóó  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((11))11  đđưượợcc  tthhaayy  bbởởii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

( ) ( )[ ]( ) ).,(),()/1( 1
2

01
2

0
urfurfuruuBuBu rrrrrtt εε +=++−   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ABSTRACT 
 

In this report we consider the initial-boundary value problem for the nonlinear wave equation 
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where 10

~,~,, uufB  are given functions and 0h >  is a given constant.  In Part 1, we associate with this 
problem a linear recursive scheme for which the existence of a local and unique weak solution in 
Sobolev spaces with appropriate weight is proved by using a standard compactness argument. In Part 
2, we give a sufficient condition for quadratic convergence of the scheme corresponding to the 
solution of the original problem with )]1,0([2 IRCf ×∈  and coefficient function ),(1

+∈ IRCB  

,~)( 000 ccBb +≤≤ αηη  ,~)( 1
1

1
/ ccB +≤ −αηη  with ,00 >b  ,1>α  ,~, 00 cc  0~, 11 ≥cc   are given 

constants. Finally, in Part 3, if ),(1
+

+∈ IRCB N  ),(1 +∈ IRCB N  ,00 >≥ bB  

,01 ≥B )]1,0([1 IRCf N ×∈ +  and ),]1,0([1 IRCf N ×∈  we obtain from the following equation 

( ) ( )[ ]( )rrrrrtt uruuBuBu )/1(2

01
2

0
++− ε ),(),( 1 urfurf ε+=  associated to (1)2-3  a weak 

solution ( , )u r tε  having an asymptotic expansion of order 1N +  in ε , for ε  sufficiently small. 
  

11..  GGIIÔÔÙÙII  TTHHIIEEÄÄUU  

TTrroonngg  bbaaùùoo  ccaaùùoo  nnaaøøyy  cchhuuùùnngg  ttooââii  xxeeùùtt  bbaaøøii  ttooaaùùnn  ggiiaaùù  ttrròò  bbiieeâânn--bbaann  ññaaààuu  cchhoo  pphhööôônngg  ttrrììnnhh  ssooùùnngg  pphhii  ttuuyyeeáánn  
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ttrroonngg  ññooùù  hhaaèènngg  ssooáá    0h >   vvaaøø  ccaaùùcc  hhaaøømm  ssooáá  0 1, , ,B f u u   llaaøø  cchhoo  ttrrööôôùùcc..  LLiieeâânn  qquuaann  ññeeáánn  bbaaøøii  ttooaaùùnn  ((11))  llaaøø  bbaaøøii  

ttooaaùùnn  ssaauu  ññaaââyy,,  mmaaøø  nnhhiieeààuu  ttaaùùcc  ggiiaaûû  ((cchhaaúúnngg  hhaaïïnn  ccaaùùcc  ttaaùùcc  ggiiaaûû  ttrroonngg  ccaaùùcc  bbaaøøii  bbaaùùoo  [[66,,  77,,  1133,,  1155,,  1166]]))  ññaaõõ  
nngghhiieeâânn  ccööùùuu  
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vv x t dx x t dx
x=Ω Ω

∂
∇ = ∇ = ∑∫ ∫

∂
  1Ω   llaaøø  mmooäätt  mmiieeàànn  bbòò  cchhaaëënn  ttrroonngg  NIR   vvôôùùii  bbiieeâânn  

1∂Ω   ññuuûû  ttrrôônn  vvaaøø  v   llaaøø  vveeùùccttôô  pphhaaùùpp  ttuuyyeeáánn  ññôônn  vvòò  ttrreeâânn  bbiieeâânn  1,∂Ω hhööôôùùnngg  rraa  pphhííaa  nnggooaaøøii..    

VVôôùùii  1N =   vvaaøø  1 (0, ),LΩ =   pphhööôônngg  ttrrììnnhh  ((22))11  xxuuaaáátt  pphhaaùùtt  ttööøø  bbaaøøii  ttooaaùùnn  mmooââ  ttaaûû  ddaaoo  ññooäänngg  pphhii  ttuuyyeeáánn  ccuuûûaa  

mmooäätt  ddaaââyy  ññaaøønn  hhooààii  ((  xxeemm  KKiirrcchhhhooffff  [[77]]))  

      
2

0
0

( , ) 0,0 ,0 ,
2

L

tt xx
Eh vhv P y t dy v x L t T

L y
ρ

 ∂ − + = < < < <∫ ∂ 
  

ôôûû  ññaaââyy  v   llaaøø  ññooää  vvooõõnngg,,  x   llaaøø  bbiieeáánn  kkhhooâânngg  ggiiaann,,  t   llaaøø  bbiieeáánn  tthhôôøøii  ggiiaann,, ρ   llaaøø  kkhhooááii  llööôôïïnngg  rriieeâânngg,,  h   llaaøø  tthhiieeáátt  
ddiieeäänn,,  L   llaaøø  cchhiieeààuu  ddaaøøii  ssôôïïii  ddaaââyy  ôôûû  lluuùùcc  bbaann  ññaaààuu,,  E   llaaøø  mmooââññuunn  YYoouunngg  vvaaøø  0P   llaaøø  llööïïcc  ccaaêênngg  lluuùùcc  bbaann  ññaaààuu..  

TTrroonngg  [[33]],,  CCaarrrriieerr  ccuuõõnngg  ññaaõõ  tthhiieeáátt  llaaääpp  mmooäätt  bbaaøøii  ttooaaùùnn  ccooùù  ddaaïïnngg  
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0 1
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( , ) 0,

L

tt xxv P P v y t dy v − + =∫ 
 

  

ttrroonngg  ññooùù  0P   vvaaøø 1P   llaaøø  ccaaùùcc  hhaaèènngg  ssooáá..  

TTrrööôôøønngg  hhôôïïpp  1Ω   llaaøø  qquuaaûû  ccaaààuu  ññôônn  vvòò  mmôôûû  ttrroonngg  NIR   vvaaøø  ccaaùùcc  hhaaøømm  0 1, , ,v f v v   pphhuuïï  tthhuuooääcc  vvaaøøoo  x   tthhooâânngg  

qquuaa  r   vvôôùùii  
22 2

1
,

N

i
i

r x x
=

= = ∑   nnhhöö  ssaauu  
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∫   ,1−= Nγ   

ôû ñaây 1( ) ( )NB Bη ω η=  vaø Nω  dieän tích maët caàu ñôn vò trong .NIR  Khi ñoù (2) vieát laïi nhö sau 
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VVôôùùii  2,N =   ((33))11  llaaøø  pphhööôônngg  ttrrììnnhh  ssooùùnngg  pphhii  ttuuyyeeáánn  hhaaii  cchhiieeààuu  mmooââ  ttaaûû  ddaaoo  ññooäänngg  ccuuûûaa  mmaaøønngg  ññôônn  vvòò  

{ }2 2
1 ( , ) : 1 .x y x yΩ = + <   TTrroonngg  qquuaaùù  ttrrììnnhh  ddaaoo  ññooäänngg,,  bbeeàà  mmaaëëtt  ccuuûûaa  mmaaøønngg  1Ω     vvaaøø  ssööùùcc  ccaaêênngg  ttaaïïii  ccaaùùcc  

ññiieeååmm  kkhhaaùùcc  nnhhaauu  ttrreeâânn  ññooùù  tthhaayy  ññooååii  tthheeoo  tthhôôøøii  ggiiaann..  ÑÑiieeààuu  kkiieeäänn  ttrreeâânn  bbiieeâânn  mmooââ  ttaaûû  nnhhööõõnngg  rraaøønngg  bbuuooääcc  ññaaøønn  
hhooààii,,  ttrroonngg  ññooùù  h   llaaøø  hhaaèènngg  ssooáá  ccooùù  mmooäätt  yyùù  nngghhóóaa  ccôô  hhooïïcc..  ÑÑiieeààuu  kkiieeäänn  bbiieeâânn  ((11))22  hhiieeåånn  nnhhiieeâânn  sseeõõ  ññööôôïïcc  tthhooaaûû  
mmaaõõnn  nneeááuu  u   llaaøø  mmooäätt  nngghhiieeäämm  ccooåå  ññiieeåånn  ccuuûûaa  bbaaøøii  ttooaaùùnn  ((11)),,  ((cchhaaúúnngg  hhaaïïnn  nnhhöö    ( )),0(1 TCu ×Ω∈   

( )),0(2 TC ×Ω∩ ))..  ÑÑiieeààuu  kkiieeäänn  nnaaøøyy  tthhööôôøønngg  ññööôôïïcc  ssööûû  dduuïïnngg  ttrroonngg  ssööïï  lliieeâânn  hheeää  vvôôùùii  ccaaùùcc  kkhhooâânngg  ggiiaann  
SSoobboolleevv  ccooùù  ttrrooïïnngg  r   ((xxeemm    [[22,,  1144]]))..  

Tröôøng hôïp phöông trình (3)1 khoâng chöùa soá haïng rur)/(γ ),0( =γ  thì (3)1 coù daïng 
 

(4)    
1

2

0
( , ) ( , ).tt r rru B u r t r dr u f r uγ 

− = 
 
∫  

Khi 0,f =  baøi toaùn Cauchy hay baøi toaùn hoãn hôïp (4) ñaõ ñöôïc nhieàu taùc giaû nghieân cöùu; xem [5, 
20] vaø caùc taøi lieäu tham khaûo ñöôïc neâu trong ñoù. Toång quan caùc keát quaû thuoäc veà lónh vöïc Toaùn 
hoïc cuûa moâ hình Kirchhoff coù theå ñöôïc tìm thaáy trong caùc taøi lieäu [18, 19]. Mederios ([17]) cuõng 
ñaõ nghieân cöùu baøi toaùn (1) treân moät taäp môû vaø bò chaën Ω  cuûa ,3IR  vôùi ,)( 2buuff −== 0>b  
laø haèng soá cho tröôùc. Hosoya vaø Yamada ([6]) ñaõ nghieân cöùu baøi toaùn (4)-(3)3,4 vôùi 

( ) ,f f u u uαδ= = − trong ñoù ,0>δ 0≥α  laø caùc haèng soá cho tröôùc. Trong [11], caùc taùc giaû 

cuõng ñaõ nghieân cöùu söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm cuûa phöông trình 
  

((55))          ( ) ),,(122 txFuuuuBuu tttt =+∆∇−∆+ −αελ ,0, >Ω∈ tx   

  

ôôûû  ññaaââyy  ,0>λ ,0>ε   ,10 << α   Ω   llaaøø  mmooäätt  ttaaääpp  mmôôûû  vvaaøø    bbòò  cchhaaëënn  ccuuûûaa  .3IR   

Tröôøng hôïp coù soá haïng rur)/1( xuaát hieän trong phöông trình (1)1 ta phaûi khöû boû heä soá r/1  baèng 
caùch söû duïng caùc khoâng gian Sobolev coù troïng thích hôïp (xem [2, 8, 14]). 
Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi nghieân cöùu baøi toaùn (1) töông öùng vôùi moät soá daïng cuûa haøm f  ôû veá 
phaûi. Tröôùc heát, chuùng toâi lieân keát baøi toaùn (1) vôùi vieäc xaây döïng moät daõy laëp tuyeán tính bò chaën 
trong moät khoâng gian haøm thích hôïp. Söï toàn taïi nghieäm ñòa phöông ñöôïc chöùng minh döïa vaøo caùc 
phöông phaùp compact thoâng thöôøng. Chuùng toâi xin ñöôïc chuù yù raèng phöông phaùp tuyeán tính söû 
duïng ôû trong baøi baùo naøy vaø trong caùc baøi [2, 4, 12, 15, 16, 21] khoâng aùp duïng ñöôïc cho caùc baøi 
toaùn ôû caùc baøi baùo [5, 9, 10, 11,  13, 14, 17]. Trong phaàn 2, chuùng toâi xeùt baøi toaùn (1) vôùi 



 

)]1,0([2 IRCf ×∈  vaø  ),(1
+∈ IRCB  ,~)( 000 ccBb +≤≤ αηη  ,~)( 1

1
1

/ ccB +≤ −αηη  trong ñoù 

,00 >b  ,1>α  vaø  ,~, 00 cc  0~, 11 ≥cc  laø caùc haèng soá cho tröôùc. ÔÛ ñaây, moät daõy quy naïp tuyeán tính 

{ }mu  ñöôïc xaây döïng nhö sau 
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,0,10 Ttr <<<<  vôùi mu  thoaû (1)2,3 vaø soá haïng ñaàu tieân cuûa daõy ñöôïc choïn laø 0 0.u =  Töø ñoù, 

neáu caùc ñieàu kieän ñöa ra ñöôïc thoaû maõn, thì ta seõ coù söï hoäi tuï baäc hai cuûa daõy { }mu  veà nghieäm 

yeáu cuûa baøi toaùn (1). Cuoái cuøng trong phaàn 3, vôùi ),(1
+

+∈ IRCB N  ),(1 +∈ IRCB N  ,00 >≥ bB  

,01 ≥B  )]1,0([1 IRCf N ×∈ +  vaø ),]1,0([1 IRCf N ×∈  chuùng toâi thu ñöôïc moät khai trieån tieäm caän 
theo 0ε > (ñuû nhoû) ñeán caáp 1N +  cuûa nghieäm yeáu ( , )u r tε  cuûa baøi toaùn (1), maø trong ñoù ( , )f r u  

ñöôïc thay bôûi ),,(),( 1 urfurf ε+ B  ñöôïc thay bôûi 1.B Bε+  Keát quaû thu ñöôïc toång quaùt hôn caùc 
keát quaû trong [4, 12, 15, 16]. 
22..  CCAAÙÙCC    KKHHOOÂÂNNGG  GGIIAANN  HHAAØØMM  VVAAØØ    KKEEÁÁTT  QQUUAAÛÛ  CCHHUUAAÅÅNN  BBÒÒ  

Ñaët (0,1).Ω =  Ta boû qua ñònh nghóa caùc khoâng gian haøm thoâng duïng ),(ΩmC  ),(ΩpL  )(ΩmH  

vaø , ( ).m pW Ω  Vôùi moãi haøm 0( ),v C∈ Ω  ta ñònh nghóa 

1
1 22

0
0

( , )rv r u r t dr = ∫ 
 

 vaø ñònh nghóa 

khoâng gian 0V   laø ñaày ñuû hoaù cuûa khoâng gian 0( )C Ω  ñoái vôùi chuaån .
0

⋅   

Töông töï, vôùi moãi haøm 1( ),v C∈ Ω  ta ñònh nghóa  
2/12

0

/2

01 




 += vvv  vaø ñònh nghóa khoâng 

gian 1V  laø ñaày ñuû hoaù cuûa khoâng gian 1( )C Ω  töông öùng vôùi chuaån .
1

⋅  Ta chuù yù raèng caùc chuaån 

0.  vaø 1.  coù theå ñöôïc ñònh nghóa moät caùch töông öùng töø caùc tích voâ höôùng töông öùng 

∫=〉〈
1

0

)()(, drrvrruvu  vaø  .,, // 〉〈+〉〈 vuvu  Khi ñoù ta chöùng minh deã daøng raèng 0V  vaø 1V  laø caùc 

khoâng gian Hilbert vôùi caùc tích voâ höôùng töông öùng nhö treân. Maët khaùc, 1V  ñöôïc nhuùng lieân tuïc vaø 

naèm truø maät trong 0V . Ta ñoàng nhaát 0V  vôùi  /
0V  (ñoái ngaãu cuûa 0V ), ta coù 1V  � /

00 VV ≡  � ./
1V  

Maët khaùc, kyù hieäu ⋅〉〈⋅,  cuõng ñöôïc duøng ñeå chæ caëp ñoái ngaãu giöõa 1V  vaø ./
1V  Baây giôø, vôùi moãi 

,0>h  ta ñaët 

(7)  ,)()()1()1(),(
1

0

//∫+= drrvrruvhuvua  ., 1Vvu ∈  

Khi ñoù, ),( ⋅⋅a laø daïng song tuyeán tính, ñoái xöùng xaùc ñònh bôûi (7) laø lieân tuïc treân 11 VV ×   vaø cöôõng 
böùc treân 1,V (xem [2]). Nhôø ñònh lyù Lax-Milgram, toàn taïi duy nhaát moät toaùn töû tuyeán tính lieân tuïc 

/
11: VVA →  sao cho ( , ) ,a u v Au v= 〈 〉  ., 1Vvu ∈∀  Hôn nöõa )(1

dr
dur

dr
d

r
Au −

≡  trong ./
1V   Vôùi 

moãi )]1,0[(2Cv ∈  ta ñaët  



 

(8) ,])()()([
2

1
1

0

22/2
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++= ∫ drrAvrvrvrv  

vaø ñònh nghóa 2V   laø ñaày ñuû hoaù cuûa khoâng gian )]1,0[(2C  ñoái vôùi chuaån .. 2  Cuõng chuù yù raèng 

2V  cuõng laø khoâng gian Hilbert ñoái vôùi tích voâ höôùng 

(9)     .,,, // 〉〈+〉〈+〉〈 AvAuvuvu  
Maët khaùc ta cuõng coù theå ñònh nghóa 2V  nhö  laø }.:{ 012 VAvVvV ∈∈=   

Lieân quan giöõa caùc khoâng gian  ,0V 1V   vaø  2V  ta coù caùc keát quaû sau ñaây maø chöùng minh cuûa 
chuùng coù theå tìm thaáy trong [2]. 
Boå ñeà. ([2]) Caùc pheùp nhuùng  2V � 1V  �  0V   laø compact. 

Vôùi moät khoâng gian Banach ,X  ta seõ kyù hieäu chuaån treân X  laø X.  vaø /X  laø ñoái ngaãu cuûa .X  

Kyù hieäu ),;,0( XTLp ,1 ∞≤≤ p  laø khoâng gian Banach goàm taát caû caùc haøm ño ñöôïc 
,),0(: XTu →  sao cho 
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Ta kyù hieäu ),(tu ),()( tutu t= ),()( tutu tt= ),()(/ tutu r= )()(// tutu rr=  ñeå chæ ),,( tru  
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33..  DDAAÕÕYY  QQUUYY  NNAAÏÏPP  TTUUYYEEÁÁNN  TTÍÍNNHH..  

Trong muïc naøy chuùng toâi seõ xeùt baøi toaùn giaù trò ñaàu vaø giaù trò bieân (1) vôùi caùc giaû thieát sau 
)( 1H  ,~

11 Vu ∈   ,~
20 Vu ∈  

)( 2H ),(1
+∈ IRCB  ,0)( 0 >≥ bB η  ,0≥∀η  

)( 3H  ).]1,0([1 IRCf ×∈  

ÖÙng vôùi baát kyø  0>M  vaø ,0>T  cho tröôùc, vôùi B vaø f thoaû caùc giaû thieát )( 2H  vaø )( 3H  töông 
öùng ta ñaët 
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Trong phaàn naøy, vôùi söï löïa choïn 0>M  vaø 0>T  thích hôïp, ta seõ xaây döïng moät daõy }{ mu  baèng 
phöông phaùp quy naïp. Daõy quy naïp naøy seõ ñöôïc chöùng minh hoäi tuï veà nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn  
(1). 
Tröôùc heát ta choïn 0 0,u ≡  giaû söû  



 

 
(10)  ,),(11 TMWum ∈−  

vaø lieân keát baøi toaùn (1.1) vôùi baøi toaùn bieán phaân: Tìm )1(),(1 ≥∈ mTMWum  sao cho 
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Söï toàn taïi cuûa daõy }{ mu  cho bôûi ñònh lyù sau ñaây. 

Ñònh lyù 1. Giaû söû )( 1H - )( 3H  ñuùng. Khi ñoù toàn taïi caùc haèng soá  0>M  phuï thuoäc vaøo 0 1, , ,u u B h  

vaø 0>T  phuï thuoäc vaøo 0 1, , , ,u u B h f  sao cho vôùi 0 0,u ≡  toàn taïi moät daõy quy naïp tuyeán tính 

1{ } ( , )mu W M T⊂  xaùc ñònh bôûi  (10) – (11). 

Chöùng minh. Ñöôïc thöïc hieän qua caùc böôùc xaáp xæ Galerkin, ñaùnh giaù tieân nghieäm, qua giôùi haïn 
nhôø vaøo lyù luaän veà tính compact, ta thu ñöôïc ),(1 TMWum ∈  laø nghieäm cuûa baøi toaùn (11). 

Ñònh lyù 2. Giaû söû )( 1H - )( 3H  ñuùng. Khi ñoù: 

(i) Toàn taïi ,0>M 0>T  sao cho baøi toaùn (1) coù duy nhaát moät nghieäm yeáu  1( , ).u W M T∈  

(ii) Maët khaùc, daõy qui naïp tuyeán tính }{ mu xaùc ñònh bôûi (10)-(11) hoäi tuï maïnh veà nghieäm yeáu u cuûa 

baøi toaùn (1) trong khoâng gian 

  1 1 0( ) { (0, ; ) :  v (0, ; )}.W T v L T V L T V∞ ∞= ∈ ∈  

Hôn nöõa ta cuõng coù öôùc löôïng sau 
  ,

);,0();,0( 01

m
TTVTLmVTLm kCuuuu ≤−+− ∞∞ ,1≥∀m    

trong ñoù ôû ñaây ,10 <≤ Tk  TC  laø caùc haèng soá ñoäc laäp vôùi .m  
Chöùng minh. Chæ caàn chöùng minh daõy qui naïp tuyeán tính }{ mu  cho bôûi ñònh lyù 1 hoäi tuï maïnh veà 

u  trong )(1 TW  vaø u  laø nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (1) thoûa ).,(1 TMWu ∈  Söï duy nhaát nghieäm 
cuõng ñöôïc chöùng minh nhôø vaøo boå ñeà  Gronwall. 
Chuù yù 2. Trong tröôøng hôïp 1,B ≡  moät vaøi keát quaû ñaõ nhaän ñöôïc trong [4]. Trong tröôøng hôïp 

phöông trình (1) khoâng chöùa soá haïng ,)/1( rur ),]1,0([1 IRCf ×∈  vaø 1,B ≡  moät soá caùc keát quaû 
cuõng ñaõ thu ñöôïc trong [12]. 
4.  SÖÏ HOÄI TUÏ BAÄC HAI 
Trong muïc naøy, chuùng toâi xeùt baøi toaùn (1) vôùi giaû thieát boå sung sau ñaây 

)( 4H ),(1
+∈ IRCB   ssaaoo  cchhoo  ccaaùùcc  hhaaèènngg  ssooáá  ,00 >b ,1>α   vvaaøø    ,~, 00 cc   0~, 11 ≥cc   tthhooûûaa  

              ,~)( 000 ccBb +≤≤ αηη     ,~)( 1
1

1
/ ccB +≤ −αηη ,0≥∀η   

)( 5H ).]1,0([2 IRCf ×∈     

Vôùi caùc haèng soá ,0>M 0>T  ta seõ choïn sau, ta xeùt daõy laëp daõy }{ mu  bôûi quy taéc sau:  Cho 

tröôùc 0 0u ≡  vaø giaû söû raèng  

(12)    ,),(11 TMWum ∈−         

Ta lieân keát baøi toaùn (1) vôùi baøi toaùn bieán phaân:  Tìm 1( , ) ( 1)mu W M T m∈ ≥  sao cho 
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KKeeáátt  qquuaaûû  ssaauu  cchhoo  ttaa  ssööïï  hhooääii  ttuuïï  bbaaääcc  hhaaii  ccuuûûaa  ddaaõõyy  }{ mu vveeàà  nngghhiieeäämm  yyeeááuu  ccuuûûaa  bbaaøøii  ttooaaùùnn  ((11))..  

Ñònh lyù 3. Giaû söû ),( 1H ),( 4H )( 5H  ñuùng. Khi ñoù toàn taïi caùc haèng soá ,0>M  0>T  sao cho 

(i)   Toàn taïi moät daõy quy naïp tuyeán tính 1{ } ( , )mu W M T⊂  xaùc ñònh bôûi (12),  (13). 

(ii)  Baøi toaùn (1)  coù duy nhaát moät nghieäm yeáu  ).,(1 TMWu ∈  
(iii)  Daõy qui naïp }{ mu  xaùc ñònh bôûi (12), (13)  hoäi tuï baäc hai veà nghieäm yeáu u  cuûa baøi toaùn (1)  

trong khoâng gian 1( )W T  theo nghóa 

  ,2

)(1)( 11 TWmTWm uuCuu −≤− −  

vôùi 0>C  laø haèng soá ñoäc laäp vôùi .m  Hôn nöõa ta cuõng coù öôùc löôïng  

 
m

TTTWm Cuu 2
)(1

β≤−   ,m∀   

ôû ñaây ,10 <≤ Tβ  TC  laø caùc haèng soá ñoäc laäp vôùi .m  
CChhööùùnngg  mmiinnhh  ccuuõõnngg  ññööôôïïcc  tthhööïïcc  hhiieeäänn  ttööôônngg  ttööïï  ññòònnhh  llyyùù  11,,  22,,  kkeeáátt  hhôôïïpp  vvôôùùii  vviieeääcc  kkhhaaii  ttrriieeåånn  MMaaccLLaauurriinn  cchhoo  
hhaaøømm  f   ññeeáánn  ccaaáápp  hhaaii..  TTuuyy  nnhhiieeâânn  ttrroonngg  ccaaùùcc  bbööôôùùcc  cchhööùùnngg  mmiinnhh  ccaaàànn  ssööûû  dduuïïnngg  ññeeáánn  nnhhiieeààuu  kkyyõõ  tthhuuaaäätt  hhôônn,,  
cchhaaúúnngg  hhaaïïnn  ttrroonngg  ññaaùùnnhh  ggiiaaùù  ttiieeâânn  nngghhiieeäämm,,  ccaaàànn  ssööûû  dduuïïnngg  bbaaáátt  pphhööôônngg  ttrrììnnhh  ttíícchh  pphhaaâânn  VVoolltteerrrraa  pphhii  ttuuyyeeáánn..  
CChhii  ttiieeáátt  cchhööùùnngg  mmiinnhh  kkhhaaùù  ddaaøøii,,  cchhuuùùnngg  ttooââii  xxiinn  ññööôôïïcc  kkhhooâânngg  ttrrììnnhh  bbaaøøyy  ôôûû  ññaaââyy..  

CChhuuùù  yyùù  33..  TTrroonngg  ttrrööôôøønngg  hhôôïïpp  ññaaëëcc  bbiieeäätt  1,B ≡   kkeeáátt  qquuaaûû  nnhhaaäänn  ññööôôïïcc  ttrroonngg  [[22]]  llaaøø  hheeää  qquuaaûû  ccuuûûaa  ññòònnhh  llyyùù  33..    

55..  KKHHAAII  TTRRIIEEÅÅNN  TTIIEEÄÄMM  CCAAÄÄNN  CCUUÛÛAA  NNGGHHIIEEÄÄMM  

TTrroonngg  pphhaaàànn  nnaaøøyy,,  ttaa  bbooåå  ssuunngg  tthheeââmm  ccaaùùcc  ggiiaaûû  tthhiieeáátt  ssaauu::    

)( 6H ),(1
+

+∈ IRCB N  ),(1 +∈ IRCB N  ,0)( 0 >≥ bB η ,0)(1 ≥ηB  ,0≥∀η  

)( 7H  ),]1,0([1 IRCf N ×∈ +  ).]1,0([1 IRCf N ×∈  

TTaa  xxeeùùtt  bbaaøøii  ttooaaùùnn  nnhhiieeããuu  ssaauu,,  vvôôùùii  ε   llaaøø  tthhaamm  ssooáá  ññuuûû  nnhhooûû,,  1:ε ≤   

)( εP   
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TTrroonngg  pphhaaàànn  ttiieeáápp  tthheeoo  nnaaààyy  cchhuuùùnngg  ttooââii  sseeõõ  kkhhaaii  ttrriieeåånn  ttiieeäämm  ccaaäänn  ññeeáánn  ccaaáápp  1N +   tthheeoo  ε   ccuuûûaa  nngghhiieeäämm  yyeeááuu  
uε   ccuuûûaa  bbaaøøii  ttooaaùùnn  ).( εP   ÑÑeeåå  cchhoo  ggooïïnn,,  ttaa  ccuuõõnngg  ssööûû  dduuïïnngg  tthheeââmm  ccaaùùcc  kkyyùù  hhiieeääuu  

),,(][ urfuf = ( ),][ 2

0ruBuB = ,/1 rffD ∂∂= ,/2 uffD ∂∂= ./

ηd
dBBDB ==  



 

GGooïïii  ),(10 TMWu ∈   llaaøø  nngghhiieeäämm  yyeeááuu  dduuyy  nnhhaaáátt  ccuuûûaa  bbaaøøii  ttooaaùùnn  )( 0P   ööùùnngg  vvôôùùii  .0=ε   GGiiaaûû  ssööûû      

),,(,..., 11 TMWuu N ∈   vvôôùùii  ccaaùùcc  hhaaèènngg  ssooáá  0M >   vvaaøø  0>T   tthhíícchh  hhôôïïpp,,  llaaàànn  llööôôïïtt  llaaøø  ccaaùùcc  nngghhiieeäämm  yyeeááuu  

dduuyy  nnhhaaáátt  ccuuûûaa  ccaaùùcc  bbaaøøii  ttooaaùùnn  NiQi ,...,2,1),( =   ddööôôùùii  ññaaââyy  ((ññööôôïïcc  xxaaùùcc  ññòònnhh  nnhhöö  ttrroonngg  ññòònnhh  llyyùù  11))::  
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vvôôùùii  ][],[],[],[ 10110 BBff ρρππ     ññööôôïïcc  ññòònnhh  nngghhóóaa  nnhhöö  ssaauu::  
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Vôùi ,,...,2 Ni =  iu  laø nghieäm cuûa baøi toaùn 
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vvôôùùii  ],,...,,,[],,...,,,[][ 1010 iiiii uuuBuuuff ρππ =   ññööôôïïcc  xxaaùùcc  ññòònnhh  tthheeoo  ccooâânngg  tthhööùùcc  qquuyy  nnaaïïpp  ssaauu  
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KKhhii  ññooùù  ttaa  ccooùù  kkeeáátt  qquuaaûû  ssaauu..  

Ñònh lyù 4. Giaû söû ),( 1H ),( 6H )( 7H ñuùng. Khi ñoù toàn taïi caùc haèng soá ,0>M  0>T sao cho vôùi 

moïi ε  maø ,1≤ε baøi toaùn ( )Pε  coù duy nhaát moät nghieäm yeáu 1( , )u W M Tε ∈  thoaû maõn moät ñaùnh 

giaù tieäm caän ñeán caáp  1N +  nhö sau 

((1199))      
1 0

1

0 0(0, ; ) (0, ; )
.

N N Ni i
i i T

i iL T V L T V
u u u u Cε εε ε ε
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+

= =
− + − ≤∑ ∑   

vôùi ñoù 0 1, ,..., Nu u u  laàn löôït laø caùc nghieäm yeáu cuûa caùc baøi toaùn 0 1( ), ( ),..., ( ),NP Q Q töông öùng. 
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