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Tóm tắt  
Trong thiết kế và chế tạo kết cấu và chi tiết máy, các tính chất và kích thước thay đổi một cách ngẫu 
nhiên. Nguyên nhân sự khác nhau này là do sự thay đổi của tải trọng tác dụng, cơ tính vật liệu, và 
chất lượng gia công (dung sai kích thước). Báo cáo trình bày phương pháp tìm điểm xác suất lớn nhất 
để phân tích và mômen thích hợp để thiết kế kết cấu và chi tiết máy trên cơ sở độ tin cậy. Trên cơ sở 
đó thiết lập chương trình phân tích và thiết kế kết cấu và chi tiết máy RADME. 

Abstract 
In the design of machine elements for mass-production every item produced will be different. 
Uncertainties or variability in load, materials and manufacturing quality are caused this different. 
Introduce theory fundamental of reliability analysis and reliability based - design of machine elements 
using most probable point-based and matching moment methods. Establish reliability - based analysis 
and design software RADME (Reliability- based Analysis and Design of Mechanical system). 

 
1. GIỚI THIỆU 

Trong phương pháp thiết kế truyền 
thống, còn gọi là thiết kế đơn định, ta thiết kế 
các chi tiết máy theo các chỉ tiêu về khả năng 
làm việc, độ an toàn của chi tiết cơ khí hoặc kết 
cấu là hệ số an toàn. Tuy nhiên trong thực tế các 
đại lượng thiết kế là các đại lượng ngẫu nhiên, 
sự thay đổi ngẫu nhiên là do ba nguyên nhân 
chính: sự thay đổi các thông số (sự gia công 
không chính xác, tải trọng ngoài thay đổi ngẫu 
nhiên, cơ tính vật liệu…), sai số mô hình tính 
toán (ví dụ công thức xác định ứng suất thu 
được theo nhiều giả thuyết khác nhau…), sai số 
do phương pháp tính (sai số giữa phương pháp 
số và phương pháp giải tích…). Trong thiết kế 
các hệ thống phức tạp sự thay đổi nhỏ các thông 
số đầu vào là nguyên nhân dẫn đến mất mát chất 
lượng hoặc không đảm bảo độ tin cậy, an toàn 

(gây nên các sự kiện hỏng hóc nghiêm trọng) 
cho sản phẩm. Phương pháp thiết kế xác suất 
(thiết kế theo độ tin cậy [1-4, 6, 13, 19-20], thiết 
kế bền vững [7] và thiết kế 6 sigma [10]) nghiên 
cứu tính toán theo sư phân bố xác suất các đại 
lượng thiết kế, thay vì chỉ sử dụng các giá trị 
đơn định. Phương pháp thiết kế xác suất này 
đảm bảo độ tin cậy cho trước, an toàn, chất 
lượng và tính kinh tế sản phẩm. 

Trong tính toán ta phân biệt tính toán 
thiết kế và phân tích. Phân tích và thiết kế máy 
và chi tiết máy trên cơ sở độ tin cậy chỉ được 
chú ý vào những năm gần đây [12, 13, 17, 18, 
19, 20].  

Thông thường ta sử dụng ba loại 
phương pháp để tính toán độ tin cậy theo hàm 
trạng thái tới hạn. 
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- Phương pháp thứ nhất dựa trên cơ sở lấy mẫu 
thử ngẫu nhiên hay gọi là phương pháp mô 
phỏng Monte Carlo [6, 15]. 

- Phương pháp xấp xỉ dựa trên mô hình giải tích 
độ tin cậy kết cấu [1, 5, 6, 8, 9, 11, 19, 20]. 

- Phương pháp thứ ba là sử dụng mô hình thay 
thế để thay thế các hàm trạng thái tới hạn g(X) 
bằng quy hoạch thực nghiệm [6, 15]. 

 Đối tượng nghiên cứu trong bài báo cáo 
náy đưa ra trình tự đầy đủ và hiệu quả thiết kế và 
phân tích kết cấu và chi tiết máy, sử dụng 
phương pháp tìm kiếm điểm xác suất lớn nhất và 
mômen thích hợp. Dựa theo các phương pháp 
này chúng tôi xây dựng chương trình phân tích 
và thiết kế kết cấu và chi tiết máy RADME.  

2. PHÂN TÍCH ĐỘ TIN CẬY THEO 
PHƯƠNG PHÁP TÌM ĐIỂM XÁC SUẤT 
LỚN NHẤT  

  Độ tin cậy được định nghĩa là xác suất 
của hàm trạng thái giới hạn g(X) > 0, tương ứng 
với giá trị xác suất các biến ngẫu nhiên X = (X1, 
X2, ..., Xn) nằm trong vùng an toàn, được xác 
định theo công thức: 

          (1)

 Các phương pháp phổ biến thường được 
sử dụng trong việc phân tích độ tin cậy là 
phương pháp mômen thích hợp, phương pháp 
xấp xỉ bậc nhất và xấp xỉ bậc hai. Cơ sở của các 
phương pháp này là làm đơn giản quá trình tính 
toán thông qua việc đơn giản hoá các công thức 
dưới dấu tích phân f

{ } ∫
>

=>=
0)(g
x d)(f0)(gPR

X

xxX

x(x) và sử dụng giá trị xấp xỉ 
hàm trạng thái giới hạn g(X).  

  Phương pháp xấp xỉ bậc 1 gồm 2 bước: 
đầu tiên chuyển các biến ngẫu nhiên ban đầu 
sang không gian chuẩn, tiếp theo là xấp xỉ hàm 
trạng thái giới hạn [6]. 

 Để chuyển các biến ngẫu nhiên từ không 
gian ngẫu nhiên ban đầu sang không gian chuẩn 
thì đầu tiên hàm dưới dấu tích phân fx(x) được 
đơn giản hoá bằng cách biến đổi các biến ngẫu 

nhiên. Không gian của các biến ngẫu nhiên ban 
đầu X = (X1, X2,..., Xn) được gọi là không gian 
X (hình 1a). Chuyển tất cả các biến ngẫu nhiên 
thiết kế từ không gian X sang không gian chuẩn 
U với giá trị trung bình của các biến này bằng 0 
và sai lệch chuẩn bằng 1 (hình 1b).  
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                 Hình 1 

 Sau khi biến đổi hàm trạng thái giới hạn 
có dạng Y = g(U).

 Khi đó độ tin cậy được xác định theo công 
thức: 
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 Vì các biến ui là độc lập, nên hàm φ U(u) 
được xác định:    
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  Để việc tính toán hàm tích phân ở công 
thức (3) được đơn giản hơn thì hàm trạng thái 
giới hạn g(U) = 0 được xấp xỉ thành hàm tuyến 
tính qua phép khai triển Taylor bậc 1: 

        (5) T*)*)((g*)(g)(L)(g uUuuUU −∇+=≈

với u* = (u1
*, u2

*, ….un
*) là điểm khai triển, T là 

ký hiệu ma trận chuyển vị và (u*) là građien 
của hàm g(U) tại u*: 

g∇
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 Để làm giảm sai số, cách đơn giản nhất là 
người ta tiến hành khai triển hàm g(U) tại điểm 
xác suất lớn nhất. Bài toán tìm điểm xác suất lớn 
nhất, là điểm thuộc mặt g(U) = 0 và có mật độ 
phân phối theo U lớn nhất: 

           Tìm giá trị lớn nhất: 
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với điều kiện g(U) = 0.   

 Bài toán trên tương đương: 

     Tìm giá trị nhỏ nhất u  với: 

     2
n

2
2

2
1 u...uu +++=u                          (8) 

 là độ dài của véctơ u.                   

         Khoảng cách β = *u được gọi là chỉ số độ 

tin cậy, theo hình 2 là khoảng cách ngắn nhất từ 
bề mặt g(U) = 0 đến gốc tọa độ trong không gian 
U. 
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Hình 2. Tích phân xác suất theo xấp xỉ bậc nhất 

         Vì g(U) = 0 tại điểm xác suất lớn nhất u*,  

cho nên: 
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 Từ công thức (9) ta thấy rằng hàm L(U) là 
hàm tuyến tính với các biến tuân theo qui luật 
phân phối chuẩn, do vậy hàm L(U) cũng là phân 
phối chuẩn với giá trị trung bình và sai lệch 
trung bình: 
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 Độ tin cậy R được xấp xỉ theo công thức: 
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     Hình 3 Tìm điểm xác suất lớn nhất 

    Theo hình 2, thì điểm xác suất lớn nhất u* 
chính là tiếp điểm của hàm trạng thái giới hạn và 
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đường tròn có bán kính là β, do vậy véctơ đơn vị 

dọc theo véctơ u* có giá trị 
β

=
*

*

* u
u
u  bằng với 

giá trị của véctơ đơn vị a: 

      au
=

β

*
  hoặc u* = - β a                           (16) 

 Khi đó hàm độ tin cậy sẽ được xác định 
qua công thức sau:  

              (17) (25) { }
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 Chú ý rằng: 
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  Có rất nhiều phương pháp số đã được 
phát triển để thực hiện công việc tìm điểm xác 
suất lớn nhất. Giải thuật tìm kiếm điểm xác suất 
lớn nhất này sử dụng công thức hồi quy và nó 
dựa vào tuyến tính hoá hàm trạng thái giới hạn. 
Giá trị điểm xác suất lớn nhất ở vòng lặp thứ k 
là uk được xác định theo công thức:  

        (19) 0))((g)(g)(g Tk1kkk1k =−∇+= ++ uuuuu

 Từ công thức (16) ta có: 

                       kkk au β−=

 Vì a là véctơ đơn vị, từ hình 3 ta có:  

                                        (20)     
thế u
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từ đây suy ra: 
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 Để sử dụng công thức (22) ta cần phải có 
một điểm khởi đầu u0 và thông thường u0 = 0.  

 Các điều kiện hội tụ được sử dụng để kết 

thúc vòng lặp: 1
k1k ε≤−+ uu , 3

1 ε≤β−β + kk   

và 2
k1k )(g)(g ε≤∇−∇ + uu  với ε1, ε2, ε3 có giá 

trị rất nhỏ. 

Trình tự thực hiện: 

1. Lập hàm trạng thái tới hạn g(X). 

2. Chuyển từ không gian X sang U. 

3. Chọn u0 là điểm khởi đầu. 

4. Xác định g(u0) từ hàm trạng thái tới hạn. 

5. Xác định theo công thức (6). )(g 0u∇

6. Tính ( )200 )(g)(g uu ∇=∇ . 

7. Tính tỉ số 
)(g
)(g
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0
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u
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∇
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8. Xác định giá trị 00 u=β . 

9. Vòng lặp kế tiếp bắt đầu với 

        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∇
+β−=

)(g

)(ga
0

0
001

u
uu  

10. Thực hiện các bước 1-9, nếu thỏa mãn các 
điều kiên hội tụ thì dừng. Nếu không, lặp lại 
trình tự tính với k = k+1. 

3. THIẾT KẾ THEO PHƯƠNG PHÁP 
MÔMEN THÍCH HỢP 

Trong tính toán thiết kế các chi tiết máy 
trên cơ sở độ tin cậy, theo các chỉ tiêu cụ thể là 
trên cơ sở độ bền đòi hỏi các hiểu biết về bản 
chất ngẫu nhiên của độ bền và ứng suất. Nếu 
như hàm phân bố xác xuất của chúng được biết 
là f1(z) và f2(y) thì độ tin cậy của chúng được 
ước lượng bằng các biểu thức tích phân. Trong 
các trường hợp mà Z và Y phân bố theo qui luật 
chuẩn, logarit chuẩn, hàm số mũ, Weibull... các 
công thức tích phân có thể rút gọn thành các 
dạng đơn giản. Hàm g(Z, Y) = Z – Y gọi là hàm 
trạng thái tới hạn, chi tiết an toàn khi g(Z, Y) > 
0, bị hỏng khi g(Z, Y) ≤ 0).  
 Khi tính toán thiết kế độ tin cậy kết cấu 
trên cơ sở độ bền thì g = Z – Y, trong đó Z = 
f1(Z1, Z2,… Zm) = f1(X1, X2,… Xm) là độ bền và 
Y = f2(Y1, Y2,… Yk) = f2(Xm+1, Xm+2,… Xm+k) là 
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ứng suất. Trong bài toán thiết kế, để bài toán có 
thể giải được thông thường ta sử dụng phương 
pháp mômen thích hợp, khi đó khai triển hàm 
trạng thái tới hạn tại điểm có giá trị trung bình 
các biến ngẫu nhiên. Chỉ số độ tin cậy β xác 
định theo công thức: 
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Trong tính toán thiết kế một số chi tiết 
máy đại lượng Z và Y phụ thuộc vào  những đại 
lượng ngẫu nhiên Zi và Yi dưới dạng hàm số mũ 

và với α∏
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Khi đó giá trị trung bình mZ, mY và hệ số biến 
phân tương ứng vZ, vY sẽ bằng: 
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m

ZiiZ

k

YiY

m

ZiZ
ii

∑∑

∏∏

β=α=

== βα

1

22

1

22

11  (24) 

với vi - hệ số biến phân của nhân tố xi. 

∑∑ β+α

−
=β

k

1

2
Yi

2
i

m

1

2
Zi

2
i

2 vvn

1n                     (25) 

trong đó 
Y

Z
m
mn =  là giá trị trung bình hệ số an 

toàn , vZ và vY là hệ số biến phân những đại 
lượng Z và Y. 
 Giải phương trình trên ta suy ra n , từ 
đây xác định kích thước cần tìm. 
 Sau đây trình bày trình tự tính toán thiết 
kế chi tiết máy theo độ tin cậy với ví dụ là trục 
truyền động: 
 1. Xác định công thức tính tả trọng tương 

đương, đối với trục truyền động là mômen 
tại những tiết diện nguy hiểm.  

 2. Giá trị trung bình và sai lệch bình phương 
trung bình mômen tương đương: 

222 750 T,MMM yxtd ++=                (26) 

td

TMYyMXx
Mtd M

ST,SMSM
S

222222 750++
=  (27) 

       vMtd = SMtd tdM    (28) 
3. Giá trị trung bình của ứng suất uốn: 

3
32

d
Mtd

π
=σ         (29) 

4. Từ công thức (24) suy ra công thức xác định 
hệ số biến phân  :vσ

22 9 dtdM vvv +=σ
    (30) 

       Sai lệch bình phương ứng suất uốn: 
σ= σσ vS    (31) 

5. Giới hạn mỏi σlim xác định theo công thức: 

L
r

lim K
Kσ

εβσ
=σ    (32) 

      Giá trị trung bình giới hạn mỏi: 

              L
r

lim K
Kσ

βεσ
=σ                           (33) 

6. Từ công thức (24) suy ra hệ số biến phân giới 
hạn mỏi: 

22222
HLrlimH KK vvvvvv ++++= βεσσ σ

 (34) 

    Sai lệnh bình phương trung bình: 

limlimlim
vS σ= σσ

     (35) 

7. Xác suất làm việc không hỏng của chi tiết phụ 
thuộc vào chỉ số độ tin cậy β: 

 
22

lim

SS
lim σσ +

σ−σ
=β  

222 vvn

1n

lim σσ +

−
=             (36) 

trong đó n  - hệ số an toàn 
σ

σ
= limn   

8. Thay thế những biểu thức n  và  vào (36) 
và giải phương trình theo 

2
σv

n   
      22222 )1n()vvn(

lim
−=+β σσ  

9. Giải phương trình trên ta tìm được n , suy ra 

n
limσ

=σ , từ phương trình (29) ta tìm được d : 

 3
32

lim

td nMd
σπ

=             (37) 
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10. Để đánh giá độ tin cậy trục ta sử dụng công 
thức (36) hoặc tìm điểm xác suất lớn nhất 
trình bày mục 2. 

4. KẾT QUẢ TÍNH TOÁN ĐỘ TIN CẬY  

 Theo cơ sở lý thuyết đã trình bày mục 2 và 3 
chúng tôi đã xây dựng được chương trình tính toán 
thiết kế và phân tích trên cơ sở độ tin cậy RADME. 
Những đối tượng tính toán gồm 03 nhóm: các kết cấu 
cơ khí với những trạng thái ứng suất khác nhau, các 
chi tiết chủ yếu hệ thống truyền động: bánh răng, 
trục, ổ lăn và các nhóm chi tiết máy khác (hình 4). 
 

 
          Hình 4. Chọn chi tiết tính toán 
 Trên mỗi chi tiết ta có thể tiến hành tính toán 
thiết kế hoặc phân tích độ tin cậy (hình 5). 

 
        Hình 5.  Thiết kế và phân tích độ tin cậy kết cấu 

 Trong nội dung báo cáo này chúng tôi muốn 
trình bày cụ thể phần tính trục truyền động. Phần tính 
toán thiết kế trình bày theo trình tự như mục 3. Trục 
truyền động gồm 3 đoạn trục và được phân loại thành 
04 trường hợp như hình 6. 

 
Hình 6. Những trường hợp chịu tải trục truyền động 

 Ví dụ các thông số nhập vào cho trường hợp 1 
[13]: vật liệu chọn có giới hạn mỏi mσ–1 = 255MPa, 
hệ số biến phân vσ–1 = 0,1. Các đại lượng ngẫu nhiên 
là tải trọng tác dụng: mT = 181380 mm, ST = 18138 
Nmm, mFr1 = 1180 N, SFr1 = 118 N, mFr2 = 792 N, SFr2 
= 79,2 N, mFt1 = 3280 N, SFt1 = 328 N. Các đại lượng 
ngẫu nhiên là kích thước c ml = 150 mm, Sl = 2 mm, 
ma = 75 mm, Sa = 1mm, mb = 90 mm, Sb = 1,2 mm. 
Các đại lượng liên quan giới hạn mỏi : mε = 0,8, Sε = 
0,02; mβ = 1, Sβ = 0,02; mKσ = 2,5; SKσ = 0,03; mKL = 
1,1, SKL = 0,033. Thiết kế với độ tin cậy R = 0,999. 

 Kết quả tính toán thiết kế tại vị trí C như hình 
7.  

 
 Hình 7. Tính toán thiết kế trục 
  
 Sau đó với các số liệu trên và lấy đường kính 
d có giá trị trung bình và sai lệch bình phương trung 
bình ta tiến hành phân tích độ tin cậy tại vị trí C (hình 
8). 
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 Hình 8. Tính toán phân tích độ tin cậy 

 Ứng dụng chương trình trên ta khảo sát ảnh 
hưởng các đại lượng ngẫu nhiên đến độ tin vậy và 
kích thước thiết kế. Giới hạn mỏi σ–1 ảnh hưởng lớn 
nhất, ví dụ các giá trị hệ số biến phân vσ–1 là 0,01, 0,1 
và 0,2 thì kích thước đường kính d tăng đáng kể 
tương ứng 30,7218, 32,6711 và 39,5186 mm và độ 
tin cậy giảm dần 0.999971, 0,997744 và 0,96327. Độ 
chính xác kích thước ít ảnh hưởng đến độ tin cậy. Do 
đó trong một số bài toán ta có thể bỏ qua sự ảnh 
hưởng này. 

Sau đó tiến hành so sánh giữa hai phương 
pháp phân tích độ tin cậy phương pháp mômen 
thích hợp và xấp xỉ chuỗi Taylor bậc nhất, kết 
hợp tìm kiếm điểm xác suất lớn nhất. Ta khảo 
sát tại điểm B trường hợp 1 (hình 6), khi đó ta 
xem các đại lượng σlim, Fr và T là các đại lượng 
ngẫu nhiên. Theo phương pháp mômen thích 
hợp ta tìm được β = 2,66085, tương ứng R = 
0,99608. 

Khi phân tích theo phương pháp tìm điểm 
xác xuất lớn nhất. Hàm trạng thái tới hạn có 
dạng: 

222
3lim T75,0Fb

d
32)(g

2r
+

π
−σ=X  

Khi chuyển sang không gian U thì hàm 
trạng thái có dạng: 

2
T

2
2Fr

lim

)U10(11662,35)U10(23116,7

)U3874,16078,111()(g

+++−

−+= σX

 
 Qua 3 vòng lặp, các kết quả hội tụ tại 

chỉ số độ tin cậy β = 2,66192, tương ứng R = 
0,99609. Kết quả trên bảng 1. 

 

Bảng 1 
Bước lặp β (Uσ, UF, UT) 
0 0 (0, 0, 0) 
1 2,66084 (-2,52212, 0,17102, 0,83053) 
2 2,66192 (-2,52114, 0,16219, 0,838699) 
3 2,66192 (-2,52114, 0,16219, 0,838699) 

 Kết quả hai phương pháp có sai lệch, 
tuy nhiên không đáng kể. 

5. KẾT LUẬN 
Từ kết quả tính toán ta có một số kết 

luận sau: 
- Phương pháp tìm điểm xác suất lớn nhất chính 

xác hơn phương pháp mômen thích hợp. tuy 
nhiên phương pháp thứ hai đơn giản hơn. 
Trong một số trường hợp khi phân tích độ tin 
cậy có sự sai lệch không đáng kể giữa hai 
phương pháp. Để giải các bài toán thiết kế trên 
cơ sở độ tin cậy nên sử dụng phương pháp 
mômen thích hợp. 

- Chương trình tự thiết lập RADME có thể ứng 
dụng để phân tích và tính toán thiết kế chi tiết 
máy và kết cấu cơ khí. 

- Trong các đại lượng ngẫu nhiên thì cơ tính vật 
liệu ảnh hưởng nhất đến kích thước thiết kế và 
độ tin cậy thiết kế máy. Sau đó là thay đổi tải 
trọng. 

- Sự thay đổi các đại lượng kích thước ít ảnh 
hưởng đến độ tin cậy và trong một số trường 
hợp có thể bỏ qua. 
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